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Exercice 1.
Soit f une fonction dérivable en un point xy. Montrer que :

f(zo+h) — flzo —h)

li =f )
A o f'(ao)
h) — —h
Réciproquement, si %ir% Fl@o + )2 hf(JTO ) existe, peut-on dire que f est dérivable en g ?
—

Exercice 2.
Etudier la dérivabilité puis calculer la dérivée des fonctions suivantes :

L fi(z) = 557 3. fs(x) = x|zl
Vitz—V1—z £ 40 er sioz<0
2. fa(z) = x 7 7 4. fa(x) =<0 sioz=
1, x=0. zln(z) —z si z>0.

Exercice 3.
Soient a,b € R et soit f: R — R la fonction définie par

sin(ax)

, stz <O,
T

f(x) = 1, siz =0,
eb® —x, sixz>0.

N rcosx —sinx
1. A l’aide de la regle de I’'Hopital, calculer la limite suivante : lirrb —
T— X

2. Déterminer les valeurs de a et b pour lesquelles la fonction f est dérivable sur R.

Exercice 4.

Soit f: R — R la fonction définie par : f(x) = ST+ cos

1+cos?2z
1. Montrer que f est 2m-périodique sur R.

2. Montrer que : Ya € R, 3¢ €]a, a + 27[ tel que f'(¢) = 0.
Exercice 5.

Soient I un intervalle ouvert de R, a,b € I tels que a < b, et f: I — R une fonction dérivable. On
suppose que

fla)=f()=0,  f'(a)>0,  f'(b)>0.

Montrer qu'’il existe ¢, ¢a, ¢35 €]a, b] tels que

1 < c2 < C3, f(e2) =0, f'(cr) = f'(e3) = 0.

Exercice 6. )
Soit f : R* — R la fonction définie par : f(z) =e=.
2 1

1. Montrer que pour tout x > 0, il existe ¢ €]x,z + 1[ tel que : f(z) — f(x + 1) = ¢ “e=-.

2. En utilisant 1), montrer que lim 22 (e% — em}ﬂ) =1
T—r+00

Exercice 7.
Démontrer les inégalités suivantes :

1. Vz,y € R, |arctan(z) — arctan(y)| < |z —y|.
2. Vx>0, z<e¥—1<uze”.



Exercice 8.

1. Calculer lorsque cela est possible :

(a) arccos(cos(3)). (c) arcsin(sin(4F)).

(b) arcsin(2). (d) arctan(v/3).

2. Simplifier les expressions suivantes en précisant, pour chacune, I’ensemble des réels = pour
lesquels 'expression est bien définie :
(a) A(x) = tan(arcsinz).
(b) B(x) = sin(arccos ).
(¢) C(x) = cos(arctan ).
Exercice 9.
Montrer les égalités suivantes :

1. V& > 0: arctan(z) + arctan (=) = g
2. Vo € R: arctan(z) + 2arctan (V22 +1—z) = Z.

3. VreR, VneN: (1+tanh($)>" _ lttanh(nz)

1—tanh(x) 1—tanh(nz) "

Exercice 10.
1. Déterminer le développement limité au voisinage de 0 a 'ordre n des fonctions définies par :
(a) fi(x) =e€®cos(z), n =3.

(b) fo(x) =In(1 4+ 2) - sin(x) , n = 4.
() fa(x)=vV1+z—+V1—2,n=3.
(d) fi(z) =sin(z?)(e™® — 1), n = 5.
(e) fs5(x) = (1 + arctan(z))(e* 4 2sin(z)), n =3
(f) fo(x) = argch(v2+22),n=5
(8) fr(x) = 25111(?2(111";;2111(1‘)7 n=2.
In(1+ 23)
(h) f8($) tan(m) T 2.

(i) fo(z) = (1 +sin(z))=, n = 5.
(i) fro(2) = (1+2)™@, n=3.

2. Déterminer le développement limité au voisinage de xg a 'ordre n des fonctions définies par :
(a) filx)=(z+D(z+2)(x+3),z0=-1etn=2.

(b) fa(z) = %, zo=1etn=2.

(c) f3(x) = (1 +sin(z))”, z0 = 5 et n = 2.
(d) fa(z) = 27T, mg=1letn=1.

3. Calculer le développement limité au voisinage de 0 a ’ordre 3 de la fonction f définie par

f(x) = arctan <wi2>

de trois fagons différentes :
(a) Par la formule de Taylor-Young.
(b) Par composition de développements limités.
(¢) En commencant par calculer le développement limité de la fonction dérivée f'.



