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Exercice 1.
Étudier la nature des séries suivantes :

1.
∑
n≥1

1− sin(n)

1 + n
√
n

.

2.
∑
n≥1

en − 1√
n

.

3.
∑
n≥1

e−
√
2+n.

4.
∑
n≥1

1− cos
1

n
.

5.
∑
n≥1

1

n2 + sinn5
.

6.
∑
n≥1

e−2n +
√
n

n2 + 1
.

7.
∑
n≥1

(
4n+ 1

3n+ 2

)n

.

8.
∑
n≥1

n2

n2
(sin(α))2n, α ∈ [0, π

2 ].

Exercice 2.
Soit α ∈ R∗

+. Étudier la nature des séries suivantes :

1.
∑
n≥2

cos(n2π)

n ln(n)
. 2.

∑
n≥1

(−1)n arcsin

(
n+ 1

n2 + 3

)
. 3.

∑
n≥1

ln

(
1 +

(−1)n

nα

)
.

Exercice 3.

1. Soit n ∈ N∗. Montrer que

n∑
k=1

ln(k) ≥ n(ln(n)− 1).

2. Soit n ∈ N∗. Montrer que
1

n

n∑
k=1

ln(k) ≤ 1

n+ 1

n+1∑
k=1

ln(k).

3. En déduire que la série
∑
n≥1

(−1)n

n
√
n!

converge.

Exercice 4 (Règle de Raabe et Duhamel).
Soient

∑
un et

∑
vn deux séries à termes réels strictement positifs.

1. On suppose qu’il existe N ∈ N tel que :

∀n ≥ N,
un+1

un
≤ vn+1

vn
.

Montrer que si
∑

vn converge, alors
∑

un converge.

2. On suppose qu’il existe α ∈ R tel que :

un+1

un
= 1− α

n
+ ◦

(
1

n

)
lorsque n → +∞.

Montrer que

(a) si α > 1, alors
∑

un converge,

(b) si α < 1, alors
∑

un diverge.
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Exercice 5.
On se donne une série à termes positifs

∑
n≥0

an. Déterminer la nature des séries suivantes :

1.
∑
n≥0

√
ana2n. 2.

∑
n≥0

a2n. 3.
∑
n≥1

√
an
n

.

Exercice 6.
Soit (an)n∈N une suite à valeur dans R+. On définit la suite (un)n∈N par :{

u0 > 0,

∀n ∈ N : un+1 = un + an

un
.

Montrer l’équivalence :

(un)n∈N converge ⇐⇒
∑
n≥0

an converge.

Exercice 7.

Le but de cet exercice est de calculer la somme

+∞∑
n=1

1

n2
. Pour n ∈ N∗, on note Sn =

n∑
k=1

1

k2
.

1. (a) Soit α > 1 et k ≥ 2. Montrer que∫ k+1

k

dt

tα
≤ 1

kα
≤

∫ k

k−1

dt

tα
.

(b) En déduire que ∑
k≥n

1

kα
∼
+∞

1

(α− 1)nα−1
.

2. Soit f une fonction de classe C1 sur [0, π]. Montrer que

lim
n→+∞

∫ π

0

f(t) sin

(
(2n+ 1)t

2

)
dt = 0.

3. On pose An(t) =
1
2 +

n∑
k=1

cos(kt). Vérifier que, pour t ∈]0, π], on a

An(t) =
sin( (2n+1)t

2 )

2 sin( t2 )
.

4. (a) Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout n ≥ 1,∫ π

0

(
at2 + bt

)
cos(nt)dt =

1

n2
.

(b) Vérifier alors que ∫ π

0

(
at2 + bt

)
An(t)dt = Sn − π2

6
.

5. Déduire des questions précédentes que lim
n→+∞

Sn = π2

6 .
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