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Exercice 1.

1. Étudier la dérivabilité (au sens de C) et calculer les dérivées des fonctions suivantes :
(a) f(z) = 1

|z|2 (Re(z)− iIm(z)).

(b) g(z) = Im(z)z.

(c) h(z) = ez + z.

2. Déterminer les constantes a, b et c pour que la fonction f(x+ iy) = x+ ay+ i(bx+ cy) soit
holomorphe sur C.

Exercice 2.
Soient U un ouvert connexe de C et f : U −→ C une fonction holomorphe.

1. Montrer que si f ′(z) = 0 pour tout z ∈ U , alors f est une fonction constante.

2. Montrer que si |f | est une fonction constante, alors f est aussi constante.

Indication : On rappel que si (x, y) 7→ P (x, y) est une fonction différentiable sur un ouvert
connexe U ⊂ R2 telle que ∂P

∂x = ∂P
∂y = 0, alors P est constante sur U .

Exercice 3.
Considérons la fonction P : R2 −→ R définie par P (x, y) = x3 − 3xy2.

1. Montrer que P est la partie réelle d’une fonction holomorphe sur C.
2. Trouver toutes les fonctions f holomorphes sur C dont la Partie réelle est la fonction P .

3. Calculer f ′(z) par deux méthodes.

Exercice 4.

1. Calculer

∫
γ

(2z + 5)dz, où γ est le segment [i+ 1; 1].

2. Calculer

∫
γ1∪γ2

(2z + 3|z|2)dz, où γ1 est le segment [−2, 2] et γ2(t) = 2eit, t ∈ [0, π].

3. Soient γ(t) = eit, t ∈ [0, π] et n ∈ N. Calculer l’intégrale

∫
γ

cos(nz)dz par deux méthodes

différentes.

Exercice 5.

Calculer l’intégrale

∫
γ+

3z + 1

z(z − 2)2
dz dans les cas suivants :

1. Le chemin γ est le cercle définie par l’équation |z − 1| = 1
2 .

2. Le chemin γ est le cercle définie par l’équation |z| = 1.

3. Le chemin γ est le cercle définie par l’équation |z − 2| = 1
2 .

4. Le chemin γ est le cercle définie par l’équation |z| = 3.

Exercice 6.

1. Calculer le rayon de convergence des séries entières suivantes :

(a)
∑
n≥1

(in)n−1

n
zn.

(b)
∑
n≥0

e−n2

zn.

(c)
∑
n≥1

ln(n)

n2
z2n.

(d)
∑
n≥0

nn

n!
z3n.

(e)
∑
n≥1

sin(n)

n2
zn.

(f)
∑
n≥0

zn
2

.
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Faculté des Sciences et Techniques

Fès

Année Universitaire 2024/2025
Filière : MIP-S4
Prof. : M. El Ahmadi

2. Soient
∑
n≥0

anz
n une série entière de rayon de convergence R et z0 ∈ C. On suppose que la

série
∑
n≥0

anz
n
0 est semi-convergente. Déterminer la valeur de R.

3. Calculer le rayon de convergence et la somme des séries entières suivantes :

(a)
∑
n≥0

(n− 1)(z − 1)n.

(b)
∑
n≥0

n− 1

n!
xn.

(c)
∑
n≥0

x2n

2n+ 1
.

(d)
∑
n≥0

sin(n)xn.

Exercice 7.
Soit f(z) = z2−3z+3

(2−z)(z−1)2 .

1. Développer f(z) en série de Taylor sur le disque D(0, 1).

2. Développer f(z) en série de Laurent sur la couronne ∆(1, 0, 1).

Exercice 8.

1. Calculer l’intégrale

∫ 2π

0

1

2 + sin(θ)
dθ.

2. Calculer l’intégrale

∫ +∞

−∞

x sin(x)

x2 + 1
dx.

Indication : Intégrer la fonction f(z) = zeiz

z2+1 sur le chemin ΓR = [−R,R] ∪ γ+
R , où γR est

le demi-cercle supérieure de centre 0 et de rayon R > 1.

Exercice 9.

Considérons la fonction f(z) = 1
z3+1 et le chemin ΓR ci-après :

1. Montrer que

∫
ΓR

f(z)dz = 2πi

3e
2πi
3
.

2. Montrer que lim
R→+∞

∫
γR

f(z)dz = 0.

3. Déduire la valeur de l’intégrale

∫ +∞

0

1

x3 + 1
dx.

Exercice 10.

Considérons la fonction de variable complexe f(z) = eiz

z2+4z+5 , et soit

Γ+
R (R > 3) le chemin formé par la composée du segment [−R,R] et

le demi-cercle supérieur γ+
R de centre 0 et de rayon R (voir la figure).

1. En utilisant les résidus, calculer

∫
Γ+
R

f(z)dz.

2. Montrer que lim
R→+∞

∫
γ+
R

f(z)dz = 0.

3. Déduire la valeur de l’intégrale

∫ +∞

−∞

cos(x)

x2 + 4x+ 5
dx.

Le chemin Γ+
R.
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