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Exercice 1.
Pour tout n € N*, on définit la fonction f, : [0,1] — R par

1
n(z)=—FE .
fulr) = = B(na)
1. Montrer que f,, est une fonction en escalier sur [0, 1].

1
2. Calculer / fn(x)de
0

Exercice 2 (Fonction de Thomae).
Soit g : [0,1] = R la fonction définie par :

1

= siz=2 avec pged(p,q) =1,
g(z) =44 q

0 sizeR\Qouz=0.
1. Montrer que pour tout intervalle [a,b] C [0, 1], 1r[1fb]g( x) =0.

xrE|a

2. Soit € > 0. Montrer qu'il existe un nombre fini de points = € [0,1] tels que g(x) > e.
3. En déduire qu'il existe une subdivision & de [0, 1] telle que S(g,0) — s(g,0) < e

1
4. Conclure que g est Riemann-intégrable sur [0, 1] et déterminer / g(x)dz.
0

Exercice 3.
Soit a €]0,1[. On considére la fonction f : [0,1] — R définie par :

a® siz €la™tt a"] pour n € N,
flx) = _
0 sixz=0.

1. Montrer que la fonction f est croissante sur [0,1] et en déduire qu’elle est intégrable au sens de

Riemann.
2. Soit N € N*. On considére la subdivision o = {zg, z1,...,2zn41} de [0,1] définie par :
2o=0 et zp=a""'*F pourke {1,...,N+1}.
(a) Montrer que sur lintervalle [zg,z1], ona sup f(t)— inf f(t) =a".
t€lxo,z1] t€[wo,z1]
(b) Montrer que sur chaque intervalle |xy, xx41] pour k € {1,..., N}, la fonction f est constante.
(c) En déduire que S(f,on) — s(f,on) = a?V.
(d) Conclure que pour tout € > 0, il existe une subdivision o telle que S(f,0) — s(f,0) <e¢

1
3. On pose Iy :/ f(x)dx.
N—-1

Justifier que x)de=(1-a a*)".
(2) que Iy = Z / - @)
(b) En déduire lexpresblon de In en fonction de a et N.

4. Déterminer la valeur de / f(x) dzx en faisant tendre N vers +oo.
0

Exercice 4 (Inégalité de Minkowski).
Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a, b]. Montrer que

\// ) +g(x 2dm<\// 2dm+\// ))2dz.




Exercice 5.
Soient a,b € R tels que a < b, et f : [a,b] — R une fonction intégrable au sens de Riemann, positive, et
vérifiant

b
/ f()dt =0.
Montrer que ensemble A = {¢ € [a,b] | f(t) =0} est dense dans [a, b].

Exercice 6.
En utilisant les sommes de Riemann, calculer la limite des suites suivantes :

L= 3 . ; 5. un s
kZ:O 2n+3k b1 n k:1n +k
1 n—1 kr 2n T n 4k
2. un:chos2 () 4. U”ZZE 6. un:nQkaf.
n n
k=0 k=n k=1

Exercice 7.
En utilisant les primitives usuelles, déterminer les primitives ou calculer les intégrales suivantes :

1. [Cvﬁliéx) 3. /@dz. 5. /x\/1dxlT(:c)

earctan(gc) z et COS(J}) — sin(x)
e o [ 6. [Ccoslr)—sin@),
2 / 1+ 22 d /0 14 % dt / 1+ cos?(z) *

Exercice 8.

1. En utilisant une intégration par parties, calculer les intégrales suivantes :

t

¢ In(t T 1 c .
(a) / Ldt_ (b) / t2 cos(t)dt. (c) / arctan(t)dt. (d) / sin(ln(t))dt.
1 0 0 1
2. Pour n > 1, on pose
I, :/ e "sin(x)dr et J, :/ e " cos(x)dx.
0 0
(a) En intégrant par parties de deux fagons différentes, établir que, pour tout n > 1,
_ 1
I,=14+e ™" —-nJ, e I,=-—J,.
n

(b) En déduire les valeurs de I, et .J,.

Exercice 9.
En effectuant un changement de variable approprié, déterminer une primitive des fonctions suivantes et
calculer les intégrales définies lorsqu’elles sont précisées :

1'/55(1&((1:;)—.4)' 3./\/%. 5./#\/%.
> /(COSQ(.r) ﬁs—lg((zi)s(x)—i-f))de. & /\/ﬁ 6 /1 ;\/idx

Exercice 10.
Soient a, b > 0. Calculer les primitives suivantes :

dt.

x 1 x 1 x t2
1. —————dt. 2. dt. )
/0 a+ bcos?(t) /0 sin?(t) + 3 cos2(t) 3 /0 (tsin(t) 4 cos(t))?



