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Exercice 1.
1. Montrer que :
i) V(a,b) € R2 :  Va+b < \/a+ Vb Dans quel cas a-t-on égalité ?

i) V(a,b) € R? : ‘«/|a| - «/\b|’ <]a—.
2. Soient z,y et z des nombres réels.
i) Montrer que : 2% + y? > 2zy.
ii) En déduire I'inégalité : 2% + y* + 22 > zy + yz + zz.
iii) Montrer que si z,y et z sont positifs ou nuls, alors

(z+y)(y + 2)(z + z) > 8wy

Exercice 2.
1. Soit a € R. On suppose que : Ve > 0, |a| <e. Montrer que a = 0.
2. Soient a et b deux nombres réels tels que : Vx € R, b<z = a < zx.
Montrer que a < b.
Exercice 3.

1. Inégalité de Bernoulli
Soient z € R4 et n € N. Montrer que : (1 + )" > 1+ nx.

2. Inégalité de Minkowski

n n n
Soient ai,...,an,b1,...,b, € R. Montrer que : Z(ak +b)2 < ai + \J sz
1

3. Inégalité de Cauchy-Schwarz
n 2 n n

Soient ai,...,a, et by,...,b, € R. Montrer que : (Z akbk> < ( ai) ( bi)

k=1 1 1

Exercice 4.
Soit A une partie non-vide et bornée de R. On considére ’ensemble

B={lz—y|; (z,y) € A%}.

1. Justifier que B est majorée.
2. On note §(A) la borne supérieure de ’ensemble B.

(a) Justifier 'existence de §(A).
(b) Prouver que §(A) = sup(A) — inf(A).

Exercice 5.
Pour chacun des sous-ensembles suivants, donner sa borne supérieure et sa borne inférieure dans
R (si elles existent), et préciser s’il posséde un maximum et un minimum.

1. B={3n|neN}.
2. C’:{l—%|n6N*}.
3. A=[-1,3[NnQ.
Exercice 6.
On rappelle que, pour tout = € R, E(z) désigne la partie entiere de x. On considere le sous-ensemble

A de R défini par
A={zecR|E(z*+2z)=1}.



1. Donner la définition de la partie entiere d’un réel x € R.
2. Mettre A sous la forme d’un intervalle ou d’une réunion d’intervalles de R.

3. Déterminer, s'ils existent, la borne supérieure, la borne inférieure, ainsi que le maximum et
le minimum de A.

Exercice 7.
Soient A et B deux parties non vides de R telles que :

Yae A, Vbe B, a<b.
Montrer que A est majorée, B est minorée et
sup(4) < inf(B).

Exercice 8.

1. Vérifier que, pour tous réels x;,z; > 0, on a :
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2. Soit n > 1 fixé. Déterminer :

1 1
inf{(x1+-~-—|—a:n) <x+-~-—|—> |x1,...,xn€Ri}.
1



