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Exercice 1.

1. Résoudre sur ]0,+∞[ l’équation différentielle non homogène suivante :

(E) : ty′(t)− y(t) = t2et.

2. Résoudre sur R l’équation de Bernoulli suivante :

(EBR) : y′ = y + t2y2

3. Résoudre sur R l’équation de Riccati suivante :

(ERI) : y′ = −y2 + y + 4t2 + 2t+ 2,

sachant que yp = 2t+ 1 est une solution particulière.

Exercice 2.

Le but de cet exercice est de calculer la valeur de I =

∫ +∞

0

sin t

t
dt. Pour n ∈ N, on note

In =

∫ π
2

0

sin((2n+ 1)t)

sin t
dt et Jn =

∫ π
2

0

sin((2n+ 1)t)

t
dt.

1. Justifier que, pour tout n ∈ N, In et Jn sont bien définis.

2. Montrer que, pour tout n ∈ N, In = In+1. En déduire la valeur de In.

3. Soit ϕ : [0, π
2 ] → R une fonction de classe C1. Montrer, à l’aide d’une intégration par parties,

que lim
n→+∞

∫ π
2

0

ϕ(t) sin((2n+ 1)t)dt = 0.

4. Montrer que la fonction h : t 7→ 1
t −

1
sin(t) se prolonge en une fonction de classe C1 sur [0, π

2 ].

5. En déduire que lim
n→+∞

Jn − In = 0.

6. Montrer, en utilisant un changement de variables, que lim
n→+∞

Jn = I.

7. En déduire la valeur de I.

Exercice 3.
Etudier la nature des séries suivantes :

1.
∑
n≥1

1− sin(n)

1 + n
√
n

.

2.
∑
n≥1

en − 1√
n

.

3.
∑
n≥1

(
4n+ 1

3n+ 2

)n

.

4.
∑
n≥1

2n

n2
(sin(α))2n, α ∈ [0, π

2 ].

Exercice 4.

1. Soit n ∈ N∗. Montrer que

n∑
k=1

ln(k) ≥ n(ln(n)− 1).

2. Soit n ∈ N∗. Montrer que
1

n

n∑
k=1

ln(k) ≤ 1

n+ 1

n+1∑
k=1

ln(k).

3. En déduire que la série
∑
n≥1

(−1)n

n
√
n!

converge.

Faites de votre mieux, et bon courage !
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