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1 INTEGRALE DE RIEMANN

La théorie de I'intégration trouve son origine dans la nécessité pratique de calculer des aires et des volumes.
Elle est étroitement liée a la notion de mesure et repose sur le principe fondamental suivant : I'intégrale d’une
fonction constante sur un ensemble est égale au produit de cette constante par la mesure de cet ensemble.

Ce chapitre est consacré a I’étude de l'intégrale de fonctions définies sur un intervalle fermé et borné de R.
Bien qu’il existe différentes approches théoriques de l'intégration, nous nous limiterons ici a celle de Riemann,
dont le cadre est largement suffisant pour les applications usuelles.

I Intégrale d’une fonction en escalier

Sauf indication contraire, a et b désignent deux réels tels que a < b.

1 Fonction en escalier

On appelle subdivision de l'intervalle [a, b] toute famille finie (x;)o<;<, de réels vérifiant les conditions
suivantes :

1. pour touti€{0,...,n}, x; € [a,b];

2. xo=aetx,="b;

3. pour toutie{l,...,n},onax;_; <x;.
On appelle pas de la subdivision le réel :

h = max (x; —x;_1).
1<i<n

\

<Remarque 1.1.

1. Une subdivision ¢ = (x;)g<;<, de l'intervalle [a,b] comprend n + 1 points, appelés nceuds de la subdivi-
sion, et détermine n intervalles non vides [x;_1,x;] pouri =1,...,n.

2. On dit que la subdivision ¢ de I'intervalle 4, b] est plus fine que la subdivision ¢’ si

o’ Co.

Autrement dit, la subdivision o contient tous les points de ¢’ ainsi que d’autres points intermédiaires.
Par exemple, la subdivision

0=(0,05,1,1.5,2)

de l'intervalle [0, 2] est plus fine que la subdivision
o’ =(0,1,2).

3. On définit la subdivision ¢ U ¢’ comme étant la subdivision constituée de I’ensemble des points de o et
de o’, réordonnés et réindexés de facon a satisfaire les conditions de la définition 1.1.

4. On a toujours
ocCoUo et o' couUc’.

Ainsi, la subdivision o U ¢’ est plus fine que les subdivisions o et ¢”.



Définition 1.2

On appelle subdivision uniforme de I'intervalle [4,b] toute famille finie (x;)o<;<, de réels définie par
la relation
X;j=a+ih,

ou le pas h (ou longueur des sous-intervalles) est constant et donné par

b—a
h=
n
. J
a=xg X1 X X3 Xy X5 Xg b=x,
| | | | | | | |
[ I h I I I I I 1
>
) ’ ’ 7
a=Xxyx3 X Xjp X3 b=xy
| | | | | | | | | | | | | | |
[ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
hl
>

FiGure 1.1 - Subdivision uniforme (x;)o<;<7 et subdivision plus fine (x])o<i<14 de [a,b].

1, xeA

est celle qui indique si x est
0, x¢A

On rappelle que pour un ensemble A, la fonction indicatrice 14(x) = {
dans A ou non.

Définition 1.3
On appelle fonction en escalier sur [, b] toute fonction f : [a,b] — R telle qu’il existe une subdivision
0 = (x;)o<i<n de [a,b] avec f constante sur chaque intervalle |x;,x;,1[, i € {0,1,...,n— 1}; c’est-a-dire, il
existe des constantes réelles m;, i € {0,1,...,n—1} telles que :
Vx €]x,xipa[: - fx)=m;.

La fonction f s’écrit alors :

n—1
FE) =) mily (3. (1.1)
i=0

\ J

<Remarque 1.2.

1. Une telle subdivision de [a, b] est appelée subdivision adaptée a la fonction en escalier f.

2. L'image d’une fonction en escalier sur [a,b] est un ensemble fini (une fonction en escalier ne prend
qu’'un nombre fini de valeurs). Une fonction en escalier est donc bornée et ne possede qu’un nombre
fini de points de discontinuité.

3. On désignera par £([a, b]) 'ensemble des fonctions en escalier sur [4, b].

> Exemple 1.1.
1. Toute fonction constante sur [a, b] est en escalier sur [4, b].
2. La fonction f : [0,2] — R définie par :

-1 si 0<x<1
f(x)= 1 si x=1
2 si 1<x<2

est une fonction en escalier sur [0, 2].

3. La fonction partie entiére E est une fonction en escalier, voir la figure 1.2 ci-dessous. Sur l'intervalle
[-2,2], la subdivision ¢ = (-2,-1,0,1,2) est une subdivision uniforme adaptée a la fonction partie en-
tiere E.

Prof.: Mahmoud El Ahmadi 5 Année universitaire 2025-2026



Ficure 1.2 — Représentation graphique de la fonction partie entiére.

Proposition 1.1

Lensemble £([a,b]) des fonctions en escalier sur [a,b] est un sous espace vectoriel de 'ensemble des
fonctions de [a,b] dans R.

2 Intégrale d’une fonction en escalier

Définition 1.4

Soient f une fonction en escalier sur [a,b] et 0 = (x;);¢(g,.. »y une subdivision de I'intervalle [a, b] adaptée

a f. Pour i € {1,...,n}, on désigne par A; la valeur prise par f sur l'intervalle ]x;_1,x;[. On appelle
intégrale de f sur l'intervalle [a, b] le réel

fix dx— X;—Xi_1) A4
J,

\

<Remarque 1.3.
b

On peut montrer que la valeur de f(x)dx est indépendante du choix de la subdivision adaptée o. Cela
a
justifie I'absence de référence a o dans la notation de I'intégrale.

> Exemple 1.2.

Considérons la fonction partie entiere E sur 'intervalle [-2,2] et la subdivision adaptée oy = (-2,-1,0,1,2),
qui est une subdivision uniforme de pas h = 1 (voir la figure 1.3). Sur chaque intervalle ouvert, la fonction
prend les valeurs constantes suivantes :

— Sur |-2,-1[, Ay =-
— Sur ]-1,0], Az—— ;
— Sur ]0,1[, A3 =0
— Sur ]1,2], /\4_1

L'intégrale de la fonction partie entiére sur [-2, 2] vaut donc :

»[22 E(x)dx =
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(x; —x;_1)A Z i=—2+(-1)+0+1=-2.

i




Si ’on considére une subdivision non uniforme o, = (—2, —%,—1, —}I, 0,1, %, 2), on obtient le méme résultat :

2 i=1
1 1 3 1 3 1
= 5x(—2)+5x(—2)+1><(—1)+Z><(—1)+Q</_0/+Z><1+le
E(x)=0
E(x)=-2 E(x)=-1 E(x)=1

=-1-1-0,75-0,25+0+0,75+0,25 =-2.

b

Ficure 1.3 — Le nombre réel J. f(x)dx représente la somme des aires algébriques des rectangles hachurés.
a

Proposition 1.2

Etant données deux fonctions f et g en escalier sur [4,b], on a les propriétés suivantes :

Lbﬂx)dx < Lb 1 (0l

b
2. Si f est positive alors J f(x)dx > 0.

1.

3. Pour tout (a, ) € R? la fonction a f + fg est une fonction en escalier sur [a, b] et

b b b
f (af<x>+ﬁg<x>>dx:af f<x>dx+ﬁf ek

4. Pour tout ¢ €]a, b[ la fonction f est une fonction en escalier sur [a,c] et sur [c, b]; de plus

b c b
j f(x)dx = f f(x)dx + f f(x)dx (relation de Chasles) .
b

b

f(x)dx < J g2(x)dx.

a

5. Sifggalorsf

a

Preuve.

1. Soit f une fonction en escalier sur [a,b] et 0 = (x;);¢q,., une subdivision de l'intervalle [a,b]
adaptée a f. Pour i € {1,...,n}, soit A; la valeur prise par f sur 'intervalle |x;_1,x;[. En utilisant la
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premiére inégalité triangulaire, on obtient

J;bf(x)dx

La premiére propriété est démontrée.

2. La deuxiéme propriété résulte de la premiére propriété, car |f| = f si f est positive.

3. Pour vérifier la troisieme propriété, il suffit de considérer pour la fonction a f + g, la subdivision
obtenue par réunion de deux subdivisions de [a, b] adaptées aux fonctions f et g.

n n

b
= |2 A < )=l = [ 1l

i=1 i=1

4. Soit f une fonction en escalier définie sur [a,b] avec une subdivision a = xy <xy <--- < x, = b telle
que f est constante sur chaque sous-intervalle [x;_1,x;[. Supposons que c € ]a, b[. Si ¢ appartient a
un des sous-intervalles [x;_1, X[, on peut ajouter ¢ a la subdivision précédente pour obtenir une
nouvelle subdivision a = x5 < --- < x3_; <c<x; <---<x, =b. Alors on obtient

c b k-1 n
f f(x)dx+f fx)dx = [ ci (xi —xj—1) +cx (e —xp_q) [+ [Ck (xk—c)+ Z ci(xi —xi_1)
a ¢ i=1 i=k+1
k-1 n
=) ci(xj—xi_1)+ Z ci (x; = xj_1) + ek (X — X1
i=1 i=k+1
n
=) ¢i(xi—xi_)
i=1
b
= | f(x)dx

ou ¢y est la valeur constante de f sur [x_1, xk[-
5. On obtient alors la cinquiéme propriété en appliquant la deuxieme propriété a la fonction g - f.
|

II Intégrale de Riemann

Nous allons étendre la notion d’intégrale a une classe de fonctions beaucoup plus générale que celle des
fonctions en escalier. Cette extension sera guidée par le souci de conserver avec ces nouvelles fonctions les
propriétés de I'intégrale pour les fonctions en escalier énoncées a la proposition 1.2.

1 Sommes de Darboux

On se donne un intervalle fermé et borné [a,b] C R. Soit f : [4,b] — R une fonction réelle bornée sur [a,b].
Soit 0 = {xg, x1,...,x,} une subdivision de l'intervalle [, b].

Pour tout i € {1,...,n}, on pose

m;= inf f(x),  M;= sup f(x),

XE[X,'_I,X,'] XE[X,‘,l,Xi]
et ’'on définit le pas de la subdivision o par

h(o) = max (x; - x;_1).
1<i<n

Les bornes inférieure m; et supérieure M; sont bien définies, puisque la fonction f est supposée bornée sur
[4,b], et donc, a fortiori, sur chacun des sous-intervalles [x;_1, x;].
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Définition 1.5
1. On appelle somme de Darboux inférieure associée a la fonction f et a la subdivision ¢ la somme

s(f,0)= ) my(xi=xi1).
i=1

2. On appelle somme de Darboux supérieure associée a la fonction f et a la subdivision ¢ la somme

n
5(f,0)= ZMi (x; —xj-1)-
i=1
\ 4 4
1
\
\ = Y
\ ¥ \
\ 31 ot
\ 2 \
\ ,/ \
\ ’ :
\ 24 [ i
\ '/, &
Y < \
1
19 \
1
1
A
1
T T T l,\ ‘I ¥
~2 @1 0 1 2 13
FiGURE 1.4 — Les sommes de Darboux inférieure et supérieure.
Proposition 1.3
Soit f : [4,b] — R une fonction bornée. Soient m, M € R tels que, pour tout x € [4,b], on ait
m< f(x) <M.
Alors, pour toute subdivision ¢ de [4,b], on a
m(b—a) <s(f,0)<S(f,0) <M(b-a).
Preuve.
Soit ¢ une subdivision de [4,b]. Notons que m < m; et M; < M pour tout i. De plus, m; < M; pour tout i.
Par conséquent,
n n
mb—a)=m) (xi=xi1)=) mx;=x.1)
i=1 i=1
n
< Zmi (xi = x-1)
i=1
n
< ZMi (xi = xi_1)
i=1
n
< ZM (xi —x-1)
i=1
Prof.: Mahmoud El Ahmadi
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=

A
<

(xj =xj_1) = M(b~-a).

Ul
—_

Proposition 1.4

1. Sila subdivision o est plus fine que la subdivision ¢’ (c’est-a-dire ¢’ C ), alors on a
s(f,o’)<s(f,0) et S(f,0’)=S(f, o).

2. Pour toutes subdivisions o et ¢/, on a

s(f,0) < S(f, o).

Preuve.

1. Il suffit de montrer le résultat dans le cas ou ¢ est obtenue en ajoutant un point y a ¢’ = (a = xg <
---<x, =b), et 'on suppose que y € [x;_1,x;] pour un certain 1 <i <n.
Posons
¢ = inf f(x) et €= inf f(x).

x€[xi-1,] x€[p.xi]
On a évidemment m; < {; et m; < {,, et I'on peut vérifier que m; = min(¢;,¢,). Ainsi,
mi(x; —xj—1) < (Y —xi-1) + o (x; - ).
Les autres termes des deux sommes étant deux a deux identiques, on obtient finalement

s(f,0') <s(f, o).

On vérifie de maniére analogue que

S(f,0’)=S(f,0).

2. En vertu de la remarque 1.1, on a
s(f,o')<s(f,ouo’)<S(f,0Ud’) <S(f,0).
|

Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. Les ensembles des sommes de Darboux inférieures et supérieures
étant bornés, on définit :

b
j f(x)dx:= sup{s(f,a) | 0 subdivision de [a,b]},

b
f f(x)dx:= inf{S(f,a) | o subdivision de [a,b]}.

b b
La quantité J f(x)dx est appelée intégrale de Darboux inférieure de f sur [a,b], et J f(x)dx est
a a

appelée intégrale de Darboux supérieure de f sur [a,b].

.

<Remarque 1.4.

1. Pour simplifier I’écriture, on écrit souvent

£f ::£f(x)dx et ff ::ff(x)dx.
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b b
2. 1l est simple de vérifier que J f< J f.
a a

Proposition 1.5

Soit f : [4,b] — R une fonction bornée. Soient m, M € R tels que, pour tout x € [4,b], on ait

m< f(x) <M.
Alors on a o
b b
m(b—a) < j f(x)dx < J f(x)dx < M(b—a).
=10 2
Preuve.
La preuve est immédiate. [ |

2 Fonctions intégrables au sens de Riemann
Nous pouvons enfin définir 'intégrale de Riemann. Cependant, celle-ci n’est définie que pour une certaine

classe de fonctions, appelées fonctions intégrables au sens de Riemann. On suppose toujours que la fonction
réelle f est bornée sur [a,b].

Définition 1.7
La fonction f est dite intégrable au sens de Riemann sur l'intervalle [a, b] lorsque
b b
Jor=Ls
=1 2

Son intégrale sur [a, b] est alors cette valeur commune, notée

Lbf(x) dx.

\ J

> Exemple 1.3.
La fonction constante égale a A sur [4, b] est Riemann-intégrable sur [4,b], et on a

b
J Adx = A(b—a).

En effet, pour toute subdivision ¢ de [a,b], on a

b b
j Adx:A(b—a):j Adx.

L’idée derriére la définition des fonctions intégrables est que ’encadrement entre les sommes de Darboux
inférieures et supérieures peut étre rendu aussi précis que l'on souhaite, ce qui permet de déterminer un réel
unique.

I est alors commode d’utiliser le critére d’intégrabilité suivant :

Proposition 1.6 [Critére de Riemann-intégrabilité]

Soit f : [a,b] — R une fonction définie et bornée sur I'intervalle [a,b]. Alors f est intégrable au sens de
Riemann sur [a, b] si et seulement si, pour tout réel € > 0, il existe une subdivision ¢ de [4, b] telle que

S(f,o0)—s(f,o0)<e.
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Preuve.

* Supposons que f est intégrable et donnons-nous ¢ > 0. D’aprés la définition de la borne supérieure,
il existe une subdivision ¢’ de [4, b] telle que

b .
s(f,0’) > j Flx)dx— %

De méme, il existe une subdivision ¢” telle que

b
S(f,0”) < J- flx)ydx+ <.
a 2
En posant 0 = ¢’ U¢”, on obtient

S(f,0)=s(f,0)<S(f,0")=s(f,0') <e.

* Réciproquement, supposons que le critére est vérifié. Pour tout € > 0, il existe donc une subdivision ¢
telle que

S(f,o0)-s(f,o0)<e.

Or, comme L
b b
ro< [ 1< [ resiro

on en déduit

J;hf—J_abf <e.

Cela devant étre vrai pour tout ¢ > 0, on conclut que

[r=[r

et donc que f est intégrable sur [a, b]. [ |

> Exemple 1.4.

1 .
1 est intégrable sur [0, b] pour tout b > 0.

+Xx
Nous verrons plus tard que les fonctions continues sont intégrables au sens de Riemann.
Soient e >0 et o = (x; := %)Osign la subdivision uniforme de l’intervalle [0, b]. Pour tout i € {1,...,n}, on a

Montrons que la fonction f définie par f(x) =

Xi—Xj_1= —.
i i n

Comme f est décroissante sur [0, b], on obtient

1 1
M;= sup f(x)= .
l x€[xi_1,%;] 1+xi

m; = inf X)= ,
' XE[Xz'feri]f( ) 1+x;

Ensuite,

by 1 1
n o1 1+(17nl)b 1+%
b( 1 1 )
n\1+0 1+

2

:m.
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En choisissant n tel que
b2
n(b+1)

le critere de Riemann est satisfait. Ainsi, la fonction f est intégrable au sens de Riemann sur [0, b].

<g,

IIT Principaux exemples de fonctions Riemann-intégrables

Proposition 1.7

Toute fonction continue sur le segment [a, b] est intégrable au sens de Riemann sur [, b].

Preuve.

Si f est continue sur [a,b], elle est bornée sur [4,b]. De plus, d’apres le théoréeme de Heine, f est unifor-
mément continue sur [4, b].

Ainsi, pour tout ¢ > 0, il existe 11 > 0 tel que, pour tous x,y € [4,b], si |x - y| <7, alors

&

- fl< 5.

Fixons un entier n > % et considérons la subdivision uniforme

o ={ag,ay,...,4,}, aveca;=a+i—.
n

Sur chaque sous-intervalle [a;_1,4;], la fonction f atteint sa borne inférieure m; et sa borne supérieure M;,
c’est-a-dire
m; = f(x;), M;=f(y;)
pour certains x;,y; € [a;_1,4;].
b—a

Comme x; et y; appartiennent au méme intervalle de longueur =.# <#, on a
€

Mi -m; < ——

b-a

Il s’ensuit que

et le critere de Riemann est donc vérifié. [ |

Proposition 1.8

Toute fonction monotone sur le segment [a, b] est intégrable au sens de Riemann sur [a, b].

Preuve.
Nous traitons ici le cas d’une fonction croissante (non constante).
Tout d’abord, f est bornée sur [4,b], car pour tout x € [4,b], on a

fla) < f(x) < f(D).
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Considérons la subdivision uniforme

b—a
o ={ag,ay,...,a,}, a;=a+i sl

Puisque f est croissante, la borne supérieure et inférieure de f sur chaque sous-intervalle [4;_1, ;] sont

m; = f(ai_1) et M;=f(a;).
On obtient alors

(f00=) Yl stho=) 0,

i=1 i=1

et donc

S(f,o‘)_s(f’o.) — (f(b)_f(a))(b—a)

Pour tout ¢ > 0, il suffit de choisir un entier

(f(b) — f(a))(b—a)

&

n>

pour obtenir

S(f,0)-s(f,0) <e.

Ainsi, le critere de Riemann est vérifié et f est intégrable sur [a,b]. [ |

Définition 1.8
On dit qu’une fonction f définie sur [a, b] est continue par morceaux sur [4, b] s’il existe une subdivision
0 = (x;)o<i<n de [a,b] telle que :

1. Pour tout i € {0,...,n—1}, la fonction f est continue sur l'intervalle ouvert ]x;, x;,1][.

2. Pour tout i € {0,...,n—1}, la fonction f admet une limite a droite en x; et une limite a gauche en

Xi+1-

\ J

On admet le résultat suivant qui en un certain sens est un peu plus général que celui énoncé a la proposition
1.7 et qui pourrait étre démontré selon le méme principe en considérant les différents intervalles ]x;, x;,1[ de
la subdivision sur lesquels f est continue.

Proposition 1.9

Toute fonction continue par morceaux sur [4, b] est intégrable au sens de Riemann sur [a, b].

<Remarque 1.5.
Méme si I'ensemble des fonctions Riemann-intégrables semble vaste et inclut les fonctions habituellement
manipulées, il ne faut pas pour autant croire que toute fonction est intégrable au sens de Riemann.

Contre-exemple 1.1 (Fonction de Dirichlet).
Soit la fonction f : [0,1] — R définie par :

1 sixe@Q
-]

0 sixeQ.
Comme les ensembles Q et R\ Q sont denses dans R, pour toute subdivision ¢ de [0,1], on a
s(f,o)=0 et S(f,0)=1
Ainsi,
1
0

[ rear=01 Zj_;f(x)dx.

Par conséquent, f n’est pas intégrable au sens de Riemann sur [0,1].
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IV  Propriétés de l’'intégrale de Riemann

Les propriétés énoncées dans la proposition suivante sont admises. Elles s’obtiennent a partir des proprié-
tés de l'intégrale des fonctions en escalier données a la proposition 1.2 et de la définition de la Riemann-
intégrabilité.

Proposition 1.10

Soient f et g deux fonctions Riemann-intégrables sur l'intervalle [a, b]. on a les propriétés suivantes :
b b
[ s < [ irwtax
a a

b
2. Si f est positive alors f f(x)dx > 0.
a

1.

3. Pour tout (a, 8) € R? la fonction a f + fg est une fonction en escalier sur [a, b] et

b b b
f (af(x)+/3g<x>>dx=af f<x)dx+ﬁf sz

4. Pour tout ¢ €]a, b[ la fonction f est une fonction en escalier sur [a,c] et sur [, b]; de plus

b c b
f f(x)dx = j f(x)dx + f f(x)dx (relation de Chasles) .
b

b

flx)dx < j g(x)dx.

a

5. Sifégalorsj

a

L J

Proposition 1.11

Soit f une fonction continue sur [a, ] et a valeurs positives. On a

be(x)dx:0{=>f50.

Preuve.
=) Montrons que si f =0, alors son intégrale sur [a,b] vaut 0. La fonction nulle est triviale en escalier, et
la subdivision o = {4, b} est adaptée. D’apres la définition 1.4, on obtient :

b
j f(x)dx=(b-a)x0=0.
a
b
&) Réciproquement, montrons que si | f(x)dx =0, alors f = 0. Pour cela, on raisonne par contraposée.

a
Supposons que f n’est pas identiquement nulle, c’est-a-dire qu’il existe xq €]a, b[ tel que f(xq) = 0.
Comme f est continue sur [g, b], il existe un voisinage de x( sur lequel f ne s’annule pas. Autrement dit,
il existe @, 8 €]a, b[ avec a < xy < p tels que

Vxela,Bl, f(x)=0.
De plus, comme f est positive par hypothese, on a

Ay >0 telque Vxela,B] f(x)=1.
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En utilisant la proposition 1.10, on en déduit :

Lbf(x) dx = erLﬁf(X)der f:f(x)dx
>0

—————
>0

B B
ZJ f(x)dxzj ndx=n(-a)>0.

b
Ainsi, j f(x)dx =0, ce qui acheve la preuve. [ |
a

<Remarque 1.6. A
L'hypotheése « f est positive sur [a,b] » est indispensable. En effet, une fonction impaire, bien qu’elle ne soit
pas identiquement nulle, possede une intégrale nulle sur tout intervalle symétrique par rapport a 0.

Proposition 1.12 [Inégalité de Cauchy-Schwarz|

Soient f et g deux fonctions Riemann-intégrables sur [a, b]. Alors le produit f g est Riemann-intégrable

sur [a,b] et 'on a
b 2 b b
(f f(x)xg(x)dx) s(f (f(x))zdx)x(f (g(x>>2dx).

Preuve.
Considérons la fonction T définie sur R par

b
T = [ (70 + g0 d.

D’apres la seconde assertion de la proposition 1.10, la fonction T est positive sur R. De plus, pour tout

AeR,ona
b

b b
T(/\):/\zf (f(x))zdx+zaf f(x)g(x)dx+J. (g(x))*dx.

A B C

Premier cas : A # 0. Dans ce cas, T est un polyndme du second degré en A. Comme T(A) > 0 pour tout

A € R, ce polyndme ne peut avoir que des racines complexes ou une racine réelle double. Son discriminant
A =4B*-4AC

est donc négatif ou nul, ce qui entraine

b 2 b b
Bz—AC=(f f(t)g(t>dt) —(f <f<t>>2dt)(f (g(t))zdt)so.

Deuxiéme cas: A = 0. On a alors, pour tout A € R,

T(A)=2AB+C > 0.

Cette inégalité ne peut étre satisfaite pour tout A que si B = 0. Dans ce cas, I'inégalité de Cauchy-Schwarz
se réduit a I’égalité triviale 0 = 0. [ |
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Corollaire 1.1 [Inégalité de Minkowski]

Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a, b]. Alors
b b b
[+ gppax <y [ ropaxy [ tgyrax.
a a a
Preuve.

Voir TD. [ |

Théoréeme 1.1 [Inégalité de la moyenne]

Soient f et ¢ deux fonctions Riemann-intégrables sur [4,b]. On suppose que g est positive sur [a,b] et
qu’il existe deux réels m et M tels que

m< f(x) <M pour tout x € [a,b].

f dx<ff dx<MJ (1.2)
Preuve.

Comme m < f(x) < M pour tout x € [a,b] et que g(x) > 0 sur [a,b], on obtient, pour tout x € [a,b],

x) < f(x)g(x) < M g(x).

Les fonctions mg, fg et Mg sont Riemann-intégrables sur [4,b]. En intégrant cette double inégalité sur
[a,b] et en utilisant la monotonie de I'intégrale de Riemann, on en déduit

J dx<_[f dx<MJ- x)dx,

ce qui établit I'inégalité annoncée. [ |

Alors

Théoreme 1.2 [Premiére formule de la moyenne]

Soient f et ¢ deux fonctions continues sur [a,b], avec g positive sur [a, b]. Alors il existe un réel c € [a, D]

tel que
b b
J Flg()dx :f(c)f o(x)dx. (1.3)

Preuve. Comme f est continue sur le segment [a, b], elle y est bornée et atteint ses bornes. Posons

t M= .
S e M

Premier cas: ¢ = 0 sur [4,b]. Dans ce cas, les deux membres de (1.3) sont nuls, et 1’égalité est vérifiée pour

tout ¢ € [a,b]. Deuxiéme cas : ¢ # 0 sur [4,b]. Comme g est continue et positive sur [4,b], on a

b
j g(x)dx > 0.

Prof.: Mahmoud El Ahmadi 17 Année universitaire 2025-2026



D’apres I'inégalité de la moyenne, on obtient

b b b
mJ g(x)dx < J f(x)g(x)dx < MJ g(x)dx.

b
En divisant par j g(x)dx, il vient

a

17 f(x)g(x)dx
Jab g(x)dx

Comme f est continue sur [a,b], le théoréeme des valeurs intermédiaires assure l'existence d’un point
c € [a,b] tel que

€ [m, M].

[7 f(x)g(x)dx
Lb g(x)dx

ce qui équivaut a (1.3) et achéve la preuve. [ |

’

fle)=

En appliquant les théoremes précédents a la fonction g constante égale a 1 sur [a,b], on obtient aussitot :

Corollaire 1.2

Soit f une fonction intégrable sur [4, b] telle que m < f(x) < M pour tout x € [a,b], alors

b
biaj f(x)dx < M.

m <

Corollaire 1.3

Soit f une fonction continue sur [a,b]. Alors, il existe c € [a, b] tel que

b
| swar=rio

Les deux corollaires précédents montrent qu'une fonction intégrable sur [4,b] possede une valeur située
entre ses bornes extrémes et, dans le cas d’une fonction continue, cette valeur est atteinte en un certain point.
Cela permet de définir la notion de valeur moyenne d’une fonction sur un intervalle.

Définition 1.9

On appelle valeur moyenne d’une fonction f sur [a,b], le nombre réel yr défini par

b
W= | fx

> Exemple 1.5.
Considérons la fonction f définie sur l'intervalle [0,1] par : f(x) = e*. Sa valeur moyenne est

1 1X 1X Xl
I/lf:—l_o . e dx:JO e dx:[e ]Oze—l.

Ainsi, la valeur moyenne de f sur [0,1] est pf =e—1.
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V Sommes de Riemann

Définition 1.10

Soient f : [a,b] — R une fonction continue et o = (ay, ..., 4,) une subdivision de [a, b]. On appelle somme
de Riemann de f relativement a ¢, toute somme de la forme :

Zf —4ai- 1

avec pour tout i € {1,...,n}, 6; € [a;_1,a;].

\

<Remarque 1.7.
Lorsque f est une fonction en escalier sur [a,b] et que o est une subdivision de [a,b] adaptée a f, on a

b
=ffmm
a

Soit f une fonction continue sur [a,b]. Soient o = (a;)y<;<, une subdivision de [a,b] et (6;)y<;<, une
famille de points tels que 6; € [a;_1,4;] pour tout i € {1,...,n}. Alors

n b
lim )" (a0 £ 6) = [ flax (1.4)

h—0 &
i=1

ou h désigne le pas de la subdivision o.

Preuve.
Puisque f est continue sur le compact [a,b], elle y est uniformément continue d’apres le théo reme de

Heine, donc, pour tout ¢ > 0, il existe un réel 7 > 0 tel que :
€
Vny elabl l-sl<n = If0)-fRI<g—.

On suppose que le pas h de la subdivision est tel que 0 </ < 7. On a alors a;—a;_; <# pour touti € {1,...,n}.
D’ou
€
Vxelainal, [x=0i<ai—aii<n = |f(x)-fO) < —.
On a alors
i) (0 -ain)s [j s~ 0111 0)
Z:j £(0)]dx
n a;
Zj (0)1dx
; €
< b_a(al 611‘_1)<€,
i=1
ce qui établit (1.4). [ |
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Corollaire 1.4

Soient f : [a,b] — R une fonction continue. Pour tout n € N, on considére la subdivision réguliére
Vkel0,.,nl, ap=a+k’ =2
Alors , ., , )
nlirfw%;f(a+k%)zﬁ fx)dx, (1.5)
et - ,
b—a b-a
Jim — éf(aﬁ-k . ): u f(x)dx. (1.6)

<Remarque 1.8.
1. La limite (1.5) s’obtient en prenant dans la limite (1.4) 6; = a;.
2. Lalimite (1.6) s’obtient en prenant dans la limite (1.4) 6; = a;_;.

> Exemple 1.6.

1+V2+V3+---+
On veut calculer lim V2 \/\;_ \/Z Si on pose f(x) = Vx, on peut réécrire le terme général de la suite
n—oo n n

TINE IV S =) T e

et on reconnait une somme de Riemann pour f sur [0,1]. Comme f est intégrable sur [0,1], alors

1
Hm1+\/§+\/§+ +\/E=j Jadx
n—o0 n\/E 0
2[ ;]1
= —|x2
3 0

comme

1-0
n

VI Intégrales indéfinies et primitives

1 Intégrales indéfinies

Définition 1.11
Soit f une fonction Riemann-intégrable sur [a,b]. Pour tout x € [4,b], la fonction f est Riemann-
intégrable sur [a,x] et la fonction

F:xe[a,b]Hfo(t)dt

est appelée intégrale indéfinie de f sur [a,b].

\

<Remarque 1.9.
D’apres la relation de Chasles, pour tout (x;,x,) € [4,b]?, on a

F<x2>—F<x1>=J zf(t>dt—J fdr

(LXIf(t)dt+J:2f(t)dt)—LXIf(t)dt
= J::zf(t)dt.
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Proposition 1.13

Soit f une fonction Riemann-intégrable sur [4,b]. L'intégrale indéfinie de f sur [a,b] est une fonction
continue sur [a, b].

Preuve.
Puisque f est Riemann-intégrable sur [a, b], elle est nécessairement bornée sur [4,b]. On pose
k= sup |f(x)]
a<x<b

Par définition de k, on a |f(x)| < k pour tout x € [a, b]. Pour tout (u,v) € [a,b]?, par application du corollaire

1.2, on obtient
v
J f(x)dx
u

Ainsi, la fonction F est k—lipschitzienne sur [a, b]. En particulier, F est continue sur [, b]. [ |

|F(u)-F(v)| = <klu-vl

Proposition 1.14 [Dérivabilité de I’intégrale indéfinie]

Soit f une fonction Riemann-intégrable sur [4,b] et soit F son intégrale indéfinie sur [a,b]. Si f est
continue en un point x €]a, b, alors F est dérivable en x, et

F'(x0) = f(x0).

Preuve.
Montrons que F est dérivable en x( et que F’(xq) = f(xg). Il suffit pour cela d’établir que le taux d’accrois-

sement F( h)— F(xo)

Xo+h)—F(x
Ay, (h) = %
admet pour limite f(xg) lorsque h tend vers 0.
Autrement dit, il s’agit de montrer que

VeeR:, 3neRy, VheR', (I <n=|Aq(h) - f(xo)| <e).
Soit h > 0 tel que [xg, xo + k] C [a,b]. En utilisant la remarque 1.9,0on a

X0+h
Axo(h) _ F(X0+h}3—F(X0) _ %J

0

f(t)dt.

Par ailleurs, on peut écrire
1 X0+h
f(xo) =+ f(xp)dt.
h %o

Les propriétés de 'intégrale rappelées a la proposition 1.10 permettent alors d’écrire

1

Ay () = f(x0)l =

xo+h
! < %j £ (5)~ f (xo)ldE.

0

xo+h
[ = row)ar

0

Un raisonnement analogue dans le cas ou h < 0 conduit a

1 [
Ay (B) = f (xo)| < = |f () = f(xo)ldt.
Il Jxg—in
Soit € > 0. Puisque f est continue en x, il existe # > 0 tel que

Vxelabl, |x-xol<n=If(x)-f(xo)l<e
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Supposons que |h| < 7. Pour tout f compris entre x( et xo+h, on a alors |t—xq| < |h| <7, d’ou |f(t)—f (xo)| < €.

11 vient donc
X0+h

edt=¢, sih>0,

Ay (1)~  (x0)] < hlj

— edt=¢, sih<O.
1Al Jxg-n

On en déduit que
Ve R, A eRy, VheRY, (|h] <5 =>1Ay(h) - f(xo)l S &),

ce qui prouve que F est dérivable en x( et que F’(xq) = f(xg). |

Corollaire 1.5

Si f est une fonction continue sur [a, b], alors son intégrale indéfinie F sur [a, b] est de classe C! sur [a,b]

et l'on a
Vx € [a,b], F'(x)=f(x).

<Remarque 1.10.
Soient f une fonction continue sur [4,b] et xq € [a,b]. D’apres le corollaire 1.5, la fonction G définie sur [a, b]

par

X

G(x) = J f(t)dt

X

s’écrit
G(x) = F(x) = F(xo),
ou F désigne I'intégrale indéfinie de f sur [a,b]. Ainsi, G est de classe C! sur [a,b] et I'on a
G'(x)=f(x), Vx€lab].

Dans la pratique, on est souvent amené a considérer des fonctions d’une variable réelle x définies par des
intégrales dont les bornes dépendent de x. La proposition suivante précise les propriétés de telles fonctions.

Proposition 1.15 [Intégrale a bornes variables]

Soient f une fonction continue sur un intervalle ], et #, v deux fonctions de classe C I sur un intervalle
ouvert I, telles que u(I) Cc J et v(I) C .
La fonction

v(x)
¢:er|—>J- f(t)dt
u(x)

est de classe C! sur I et, pour tout x €I, on a

\ J

> Exemple 1.7.
On pose I = ]—%, +oo[ et considérons la fonction

2x
p:xelr— V1 +1t3dt.
X
La fonction
fite]-1,+00[ > V1 +13
est continue, et les fonctions
u:l >R, u(x)=x v:I >R, v(x)=2x

sont de classe C! et vérifient u(I) C] - 1,+oo[ et v(I) C]—1,+o0].
D’aprés la proposition précédente, la fonction ¢ est de classe C! sur I et

Vxel, ¢'(x)=2V1+8x3—V1+x3
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2 Primitives

Définition 1.12

Soient I un intervalle de R et f une fonction définie sur I. On appelle primitive de f sur I toute fonction

G définie sur I telle que
Vxel, G'(x) = f(x).

L'ensemble des primitives de f sur I est noté J f(x)dx ou simplement J. f.

\ J

> Exemple 1.8.

1. La fonction x - In(x — 1) est une primitive sur |1, +oo[ de la fonction x T car

VYx €]l,+oof, (In(x-1)) = xlj

2. La fonction x + arctan(x) est une primitive sur R de la fonction x T2
+ X

1
VYx €R, arctan’(x)= .
1+x?

Théoreme 1.4 [Théoréme fondamental de ’analyse]

Soit f : [4,b] — R une fonction continue. Alors I'intégrale indéfinie

F:la,b] >R, tHjtf(x)dx

est une primitive de f sur [a, b].
De plus, pour toute primitive G de f sur [a,b], il existe une constante réelle c telle que

G=F+c.

Preuve.

t
D’apreés le corollaire 1.5, puisque f est continue sur [a,b], la fonction F définie par F(t) = j f(x)dx est
a

de classe C! sur [a,b] et vérifie
Vte[a,b], F'(t)=f(t).

D’apres la définition 1.12, la fonction F est donc une primitive de f sur [a,b].
Soit maintenant G une primitive de f sur [a,b]. On a alors

Vx € [a,b], G'(x)=f(x).
La fonction G est donc de classe C! sur [a, b]. Par conséquent,
Vx€la, b, (G-F)(x)=G'(x)-F'(x)=f(x)- f(x)=0.

La fonction G — F est continue sur [a,b] et de dérivée nulle sur ]a, b[. Elle est donc constante sur [a, b].

Il existe alors un réel c tel que
G=F+c.
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<Remarque 1.11.

1. On déduit du théoréme 1.4 que si f est continue sur [4,b], alors il existe une unique primitive de f sur
[a,b] qui s’annule en a; il s’agit précisément de I'intégrale indéfinie de f sur [a, b].
Plus généralement, étant donné un réel x, € [a,b], il existe une unique primitive G de f sur [a,b] qui
s’annule en x(. Cette primitive est donnée par

G:x€ [a,b]+—>fxf(t)dt,

c:—J;XOf(t)dt

2. Le résultat précédent reste valable sur un intervalle quelconque. Plus précisément, si f est continue sur
un intervalle I et si x € I, alors la fonction

et correspond au choix de la constante
dans le théoréme 1.4.
X
G:xelr—>j f(t)dt
X

est une primitive de f sur I.

Le résultat suivant est une conséquence immédiate du théoréme fondamental de ’analyse.

Corollaire 1.6

Toute fonction continue sur un intervalle admet une primitive sur cet intervalle.

Le corollaire suivant fournit une relation fondamentale entre une fonction dérivable et sa dérivée.

Corollaire 1.7

Si f est une fonction de classe ¢l sur [a,b], alors pour tout x € [4,b], on a

fo=fa+ [ fioar

Proposition 1.16 [Lien entre primitive et intégrale]

Soit f une fonction Riemann-intégrable sur [4,b] admettant une primitive G sur [a,b]. Alors

b
f £(t)dt = G(b) - G(a).

Le réel G(b) — G(a) est souvent noté
(GG

\ J

> Exemple 1.9.
La fonction sin est continue sur [0, 7t] et admet pour primitive sur cet intervalle la fonction

G : x — —cos(x).

Par conséquent,

jn sin(t)dt = [—cos(t)]ff = —cos(m)+ cos(0) = 2.
0

Exercice 1.1 #°

1+x2
Soit ¢ la fonction définie par ¢(x) = J In(t)dt.
1
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1. Montrer que ¢ est dérivable sur R et déterminer ¢’ sans expliciter ¢.

2. Montrer qu’une primitive de la fonction logarithme sur ]0,+oco [ est x — xIn(x) — x.

3. En déduire 'expression de ¢ puis retrouver l’expression de ¢’ obtenue a la question précédente.

3 Méthodes d’intégration classiques

Utilisation des primitives usuelles

On rappelle que si f est continue sur un intervalle I, alors elle admet une primitive F sur cet intervalle.

Pour tout intervalle [a,b] C I, on a la formule

b
f F()dt = [F(0)]2 = E(b) - Fla).

Liste des primitives usuelles:

Fonction Primitive Domaine de validité
x - u'(x)(u(x))", neN X (u(x))"*! selon D,
u’(x) . 1 1 '
XHw, TleN\{l} Xi—)—mW {XGDM.M(X)io}
u’(x)
X e x - In(|u(x)|) {xe D, :u(x)=0}
x > u’(x)e™ x > et selon D,
x> e?, aelR” x> —e%¥ R
a
x > In(x) x> xln(x)—x 10, +00[
X > cos(x) X > sin(x) R
X > sin(x) X > —cos(x) R
x > tan(x) x - —In(|cos(x)|) |-5+kn,5 +kn, keZ
x > cosh(x) x - sinh(x) R
x > sinh(x) x > cosh(x) R
x  tanh(x) x + In(cosh(x)) R
1
X o x — In(]x|) ] —o0,0[ ou ]0,+0c0[
x+>x", neN X ! x"* R
T il
JH—)F, nGN*\{l} xl—)—mxn—_l ]—O0,0[ ou ]0,+OO[
x> x4 aeR\{-1} x> ——xatl 10, +o0|
I a+1
X i X > arctan(x) R
X ! X > arcsin(x) ou —arccos(x) 1-1,1[
V1-—x2 '

Exercice 1.2 #°
Calculer les intégrales suivantes :

e 2
1. A:j In7,;
1

t
1
2. B:f
0

2
3. C= J (2t + 1)e! 124t
0

el +1

et +t

o

2
7. G:J |12 —t|dt.
0
i
8. H:f tan(t)dt.
0

%
9.1 :f tan?(t)dt.
0
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7 COS| &
D= (t)dt.
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# >(3x)
n
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Intégration par parties

Théoréme 1.5 [Formule d’intégration par parties]

Soient u et v deux fonctions de classe C! sur [a,b]. Alorson a :
b

b
j u(x)v’(x)dx = [u(x)v(x)] - J u'(x)v(x)dx,

a

ou l'on rappelle que [u(x)v(x)]2 = u(b)v(b) — u(a)v(a).

Preuve.
Puisque les fonctions u et v sont de classe C! sur [a,b], leur produit uv est également de classe C! sur cet
intervalle. D’apres la régle de dérivation d’un produit, on a pour tout x € [a,b] :

(uv)’(x) = u’(x)v(x) + u(x)v’(x).

Les fonctions u’v et uv’ étant continues sur [a, b], on peut intégrer cette égalité. Par linéarité de l’intégrale,
p g g g

on obtient : )

b b
f (uv)’(x)dx :J u'(x)v(x)dx+J. u(x)v’(x)dx.

a

D’apres le théoreme fondamental de I’analyse, I'intégrale de la dérivée de uv est donnée par :

b
f (uv) (x)dx = [u(xw (@)L

On en déduit donc I'égalité :

b b
[u(x)v(x)] = J. u’(x)v(x)dx +J u(x)v’(x)dx.
a

a

En isolant le terme souhaité, on obtient la formule d’intégration par parties. [ |

> Exemple 1.10.
e
Calculonsf In(x)dx.
1
On pose

u(x)=In(x), (@) =1 = u'(x)= %, v(x) = x.

Puisque u et v sont de classe C! sur [1,¢], la formule d’intégration par parties donne :
q g par p

e . e 1
Jl In(x)dx = [xIn(x)]{ —J; X ;dx
=e— | 1d

e J; x

=e—e+1
=1

Exercice 1.3 ¢
En utilisant une intégration par parties, calculer les intégrales suivantes :

e T
1. A:J t"In(t)dt, neN". 3. C:j e’ cos(2t)dt.
1 0

1 e
2. B:J el dt. 4, D:J tIn?(t)dt.
0 1
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Intégration par changement de variables

Théoréme 1.6 [Changement de variable]

Soient f une fonction continue sur [a,b] et ¢ : [a,f] — [a,b] une fonction de classe C!, strictement
monotone, telle que

pla)=a et @(p)=".

Alors on a
b B
‘fﬂwﬂ=ff@MWﬁMt

La transformation x = @(t) est appelée changement de variable.

Preuve.
Soit F une primitive de f sur [a,b]. Comme ¢ est de classe C', la fonction F o ¢ est dérivable sur [a, f] et
l'on a

(Foq)'(t) =F'(e(1) @'(t) = f(p(1)) ¢’ (t).

Par le théoréeme fondamental de I’analyse,

p B
j flo)g'(H)dt = f (Fo)'(t)dt = (Fo@)(B)-(Fop)a).

a

En utilisant les conditions aux bornes,

b
(Fo@)(B) = (Fop)(a)=F(p(p)) - Flp(a)) = F(b) - F(a) = J fx)dx.

<Remarque 1.12.
1. On doit effectuer les trois substitutions suivantes :

(a) x=g(t).
(b) dx = @’(t)dt.
(c) On change les bornes d’intégration.

2. Si F est une primitive de f alors

ff((ﬁ(t))@’(t)dt =F(p(t))+C, CeR

> Exemple 1.11.
Calculons

V2
J 2t cos(t?) dt.
0

On pose le changement de variable

x=@(t)=t>,  ¢'(t)=2t

La fonction ¢ est de classe C! et strictement croissante sur [0, V27], avec
@(0)=0 et @(V2r)=2m.
Par conséquent,

Vor 27
J 2tcos(t?)dt = f cosxdx = [sinx]5™ = 0.
0 0
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Proposition 1.17

Soit a > 0 et soit f une fonction continue sur [—a, a].

'[z]‘(t)dt: ZJ:f(t)dt.

J_Zf(t)dt: 0.

1. Si f est paire, alors

2. Si f est impaire, alors

\

> Exemple 1.12.

Lot -t
L . el —e
est une fonction impaire, alors f ———dt=0
1 In(1+1¢2)

et —e7t

1. Pui la fonction ¢ —_
uisque la fonction t YR

2 2
2. Puisque la fonction t — |t| est une fonction paire, alors J- [tldt = 2J- tdt = 2.
-2 0

4 Calculs explicites d’intégrales et de primitives

Intégrales de fonctions rationnelles

P(x)
o, . Q(X) ’ . .

réels, on procéde a une décomposition en éléments simples dans R(X), puis on intégre chaque terme obtenu;

c’est a dire la partie entieére, les éléments simples de premiére espéce et les éléments simples de seconde espece

suivants :

Pour intégrer une fonction rationnelle de la forme R(x) =

ou P et Q sont deux polyndomes a coefficients

1. Une primitive de la partie entiére s’obtient sans difficulté.

2. Un élément simple de premiére espéce est de la forme u(x) = ﬁ avec (a,b) € R? et n € N*. Une

primitive de u est donnée par :

J‘ a4 %WJrcte sinzl,
(x=b)" aln(|x—b|)+cte sin=1.
3. Un élément simple de seconde espece est de la forme v(x) = (xz%;‘i),, avecn € N et (a,8,b,c) € R* tel

que A = b2—4¢ < 0. On écrit x> +bx+c sous la forme canonique (x—p)>+¢2 (¢ # 0) et on fait le changement
de variable x = p + gt. On obtient

ax+f t 1
_ P emo | =g [ - ar
j(x2+bx+c)" r=a J(t2+1)” th ,[(t2+1)"

" ]
L= —" g et = | ——ar
" J(t2+1)" et Jn ,[(t2+l)"

On pose

On obtient immédiatement

-1 .
——  +ct z1,
I, = lfidt _ J2m-1)(r2+1)"" ce s
n
(t2+1) %ln(t2+1)+cte sin=1.

La fonction ], est calculée par la formule de récurrence suivante obtenue par primitivation par parties.
*Pourn=1,onaj; = J ﬁdt = arctant + cte.
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* SoitneN*.On a

1
=
1 ,
=f ey
t 2
TG +2nJ- e dt

t t?2+1 1
B (t2+1)n+2n[.[ (t2+-11-)"+1dt_J-(t2+1)"+1dt]

t
= m+2”(]n—]n+1)~

Dongc,
2n—-1 1 t

=— )yt — .
]n+1 m ]n Zﬂ(t2+l)n

Intégrales de fractions rationnelles en exp

Soit R une fonction rationnelle. Pour calculer une intégrale de la forme IR )dx, on effectue le changement
de variable t = e, ce qui implique x = In(t) et dx = }dt. On a donc

J-R(e")dx = J%t)dt.

> Exemple 1.13.
OnaJ‘O ef—e3 dx—,[l 1+t dt = ..

1+e*

Intégrale de la forme JR(cos(x))sin(x)dx

Soit R une fonction rationnelle. Pour calculer une intégrale de la forme JR(cos(x))sin(x)dx, on effectue le
changement de variable t = cos(x), ce qui implique dt = —sin(x)dx. On a donc

J.R(cos(x))sin(x)dx =- J- R(t)dt.

> Exemple 1.14.

cos(x)sin(x)
Ona JO cos?(x dx

)+cos(x)+2 Jl t2+t+2dt =

Intégrale de la forme jR(sin(x))cos(x)dx

Soit R une fonction rationnelle. Pour calculer une intégrale de la forme IR(sin(x))cos(x)dx, on effectue le
changement de variable t = sin(x), ce qui implique dt = cos(x)dx. On a donc

fR(sin(x)) cos(x)dx = J.R(t)dt.

> Exemple 1 15
0

sin? )+3 0 t2+3

dt=..

Intégrale de la forme JR(tan(x))dx

Soit R une fonction rationnelle. Pour calculer une intégrale de la forme IR tan(x))dx, on effectue le chan-

: 1t2dt On a donc

JR(tan(x))dx - f 1R+(tt)2 dt.
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gement de variable t = tanx, ce qui implique x = arctan(t) et dx =




> Exemple 1.16.

Ttan@+l 5o 1 44 _
Ona |, tanz(x)+1dx_f0 (tz+1)2dt_....

Intégrale de la forme jcosp(x)sinq(x)dx

Pour calculer une primitive de cos”(x)sin?(x), on peut effectuer les changements de variables suivants selon
la parité de p et g.
1. Si p est impair, on fait le changement de variable ¢ = sin(x).
2. Si q impair, on fait le changement de variable t = cos(x).
3. Si p et g sont impairs, on fait le changement de variable t = sin(x) ou t = cos(x).
4. Sip et g sont pairs, on pourra linéariser, puis primitiver.
> Exemple 1.17.
Calculons I = fsin3(x)cosz(x)dx. On a Isin3(x)cosz(x)dx = I(l — c0s?(x))? cos?(x)sin(x)dx.
Posons t = cos(x) <= dt = —sin(x)dx. D’ou

I :—J(l —t2)t2dt

= —J(t2 —t4)dt

3 1
=——+ — +cte.
3 5

Intégration d’une fonction rationnelle en sin et cos

Pour calculer une intégrale de la forme j f(x)dx ou f est une fraction rationnelle en sin et cos, on effectue
le changement de variable ¢ = tan(3). On a alors

12 2t 2
cos(x):m, sin(x):m et dx 1+t2dt

> Exemple 1.18.
Calculons | = J SN _ 7y avec x # (2k+ 1)1, k e Z.

1+cos(x)
2

1+t2

2 . . .
dt avec cos(x) = ﬁ et sin(x) = % Ainsi

Posons t = tan(3) <= x = 2arctan(t) & dx =

 sin(x)

J 1+cos(x)

(" 2t 2
J(@+e)1+ )1+t
(2t

- 1+t2dt

=1In(1 + %) + cte

=In(1+ tanz(g)) + cte.

On peut, dans certains cas, simplifier les calculs de f f(x)dx ou f est une fraction rationnelle en sin et cos
par un changement de variable adapté aux propriétés de la fonction f a intégrer. Ces changements de variables
sont connues sous le nom de regles de Bioche.

1. Sif est impaire, on fait le changement de variable t = cos(x).

2. Si f vérifie f(rr—x) = —f(x), on fait le changement de variable ¢ = sin(x).

3. Si f vérifie f(rt+x) = f(x), on fait le changement de variable ¢ = tan(x).

> Exemple 1.19.

.3
Soit a calculer I'intégrale K = fn/4 sin )y,

0  1+cos?(x)
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Avec les notations précédentes, on a f(x) =

sin3(x)
1+cos?(x

qu1 vérifie f (-

On pose alors t = cos(x) & dt = —sin(x)dx.

Le calcul donne alors :

("% sin®(x)

Jo  1+cos?(x)
(™4 sin?(x)sin(x)

Jo 1+ cos?(x)

(/% (1 - cos?(x))sin(x) dx
Jo 1 + cos?(x)
r1 1- t2
dt
JN2/2 L+12

ff/z .[\F/zlﬂz

\/_

—1+7+E—2arctan \/_/2

=—f(x).
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2 INTEGRALES GENERALISEES

Au chapitre précédent nous avons étudié l'intégrale d'une fonction définie sur un intervalle fermé et borné
de R. Nous nous intéressons dans ce chapitre a 'intégration d’une fonction définie sur un intervalle I qui n’est
pas fermé ou qui n’est pas borné, c’est-a-dire sur un intervalle de I'une des formes suivantes :

1. I=[a,blonacRetbeRaveca<b.

2. I=]a,bjouacRetbeRaveca<b.

3. I =]a,b[ ou acRetbeRaveca<b,
En d’autres termes, on cherche a intégrer une fonction sur un intervalle non borné ou a intégrer sur un in-
tervalle d’extrémités a et b une fonction non bornée au voisinage de a ou de b. Cette intégrale est qualifiée
d’intégrale généralisée ou encore d’intégrale impropre.

I Généralites

Définition 2.1 [Fonction localement intégrable]

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit que f est localement intégrable (au sens de
Riemann) sur I si pour tout (a,b) € I, la fonction f est Riemann-intégrable sur [a, b].

> Exemple 2.1.
La fonction x +—> % est localement intégrable sur I =]0, +oco[.

<Remarque 2.1.
Les résultats que nous avons établis pour I'intégrale de Riemann conduisent aux critéres suivants permettant
d’établir qu’une fonction est localement intégrable.

1. Toute fonction continue sur I est localement intégrable sur I.

2. Toute fonction continue par morceaux sur I est localement intégrable sur I.

3. Toute fonction monotone sur I est localement intégrable sur I.

4. L'ensemble des fonctions localement intégrables sur un intervalle I donné est un R-espace vectoriel.

Définition 2.2 [Nature d’une intégrale généralisée]

1. Soit f une fonction localement intégrable sur [a,b[ o a € R et b € R avec a < b.

(a) On dit que l'intégrale de f sur [4,b] est convergente si xlg?* Juxf(t)dt existe et finie. Cette
limite est appelée intégrale généralisée de f sur [a, b[et elle est notée Lbf(t)dt.

(b) On dit que l'intégrale de f sur [a, +oo[ est convergente si xlirpw faxf(t)dt existe et finie. Cette
limite est appelée intégrale généralisée de f sur [a,+oo[ et elle est notée L:oof(t)dt.

2. Soit f une fonction localement intégrable sur Ja,b] ot a€ R et b € R avec a < b.

(a) On dit que 'intégrale de f sur ]a,b] est convergente si xlgg bef(t)dt existe et finie. Cette
limite est appelée intégrale généralisée de f sur |a, blet elle est notée Lbf(t)dt.

(b) On dit que I'intégrale de f sur | — oo, b] est convergente si xl_i)l‘_noo Lbf(t)dt existe et finie. Cette

limite est appelée intégrale généralisée de f sur | — oo, bjet elle est notée j_boof(t)dt.

\ J

<Remarque 2.2.
Dans tous les cas, on dit qu’une intégrale généralisée est divergente si elle n’est pas convergente, c’est-a-dire si
la limite n’existe pas ou est égale a +co.
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Définition 2.3

\

Soit f une fonction localement intégrable sur ]a,b[ ou (a,b) € R’ avec a < b et soit ¢ €la, b[. On dit que

I'intégrale de f sur |a,b[ est convergente si les 2 intégrales ch(t)dt et Lbf(t)dt sont convergentes.

Dans ce cas, on appelle intégrale généralisée de f sur ]a, b[ le réel noté Lbf(t)dt qui est défini par

Lbf(t)dt = ch(t)dH- Lbf(t)dt

> Exemple 2.2.

1.

. Lafonction f : x e R,

La fonctionf : x € [1,+oo[—> % est continue, donc localement intégrable sur [1,+co[. On a pour tout

x €]1, 400,
X

1
lim —dt = lim In(x)=+c0
x—+co )y t X—+00

L’intégrale généralisée J;oo 1 dt est donc divergente.

. La fonction f : x € R, > ™ est continue, donc localement intégrable sur [0, +co[. Pour tout x e R,, on a

X

lim eldt= lim (1-e™)=1.

X—+00 0 X—+00

L'intégrale de f sur [0, +oo[ est donc convergente et JJOO etdt=1.

. La fonction f : x €]0,1] — —= est continue, donc localement intégrable sur ]0,1]. Pour tout réel x €]0, 1],

Vx
on a
1

lim Tdt_ hrBl (2-2vx) =

+
x—=0% )y

L'intégrale de f sur ]0,1] est donc convergente et IO Lat=

La fonction f : x € R, > sin(x) est continue, donc localement 1ntégrab1e sur [0,+oo[. On a pour tout réel
xeR++,

fx sin(t)dt = [—cos(t)]j = 1 — cos(x),
0

et cosinus n’a pas de limite en +oo. L'intégrale de f sur [0, +oo[ est donc divergente.

I 1 1.5 est continue, donc localement intégrable sur [0, +oo[. Pour tout réel x e R,

on a
pY

. T
lim dt_ lim arctan(x) = —.
x—+c0 ) 1+1¢2 X—>+00 2

L'intégrale de f sur [0,+co[ est donc convergente et J +t ——dt = 7. De méme, f étant continue sur
] —o0,0], elle est localement intégrable sur | — oo, 0]. Pour tout réel x e R_,ona

0

lim

tan(x) = 2
—arctan(x -
x—=c0 ) +12 X——00 2

L'intégrale de f sur |—oo,0] est convergente et j 7dt = 7/2. On en déduit que I'intégrale de f sur R

est convergente et
+00 0 +00
1 1 1
f ~dt :f 2dt+j ~
oo 14t Lo L4t o 1+t

<Remarque 2.3.

1.

Il est inexact d’écrire rmf(t)dt = lim Ix f(t)dt. Si c’était le cas, toute fonction impaire continue sur
—00 X—to0d—x

R aurait une intégrale convergente égale a zéro.

2. Avant de calculer I'intégrale d’une fonction sur un intervalle donné il faut s’assurer que la fonction

considérée est bien intégrable sur cet intervalle. Ainsi la fonction x € R* — Jl—c n'est pas localement
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. e s e s 0 1 .
Riemann-intégrable sur [—1,1]. En effet, les intégrales f_l %dt et fo +dt sont divergentes. Un calcul sans
précaution pourrait conduire a écrire

11 _ 1 _
=)L =0,

1

ce qui est bien str inexact.

Proposition 2.1

Soit f une fonction continue sur [a, b[ avec b fini. }
Si f est prolongeable par continuité en b (on note f le prolongement), alors l'intégrale généralisée

Lbf(t)dt converge et sa valeur est f: f(t)dt.

Preuve.
Sioient Fi:xm— faxf(t)dt la primitive de f sur [a,b] qui s’annule en a et F; : x > fax f(t)dt la primitive de
f sur [a,b] qui s’annule en 4, alors

Vx € [a,b[: Fi(x)=Fy(x).

Or F, est continue sur [4,b], on déduit que F, est le prolongement par continuité de F; et on

x—b

b
limFy (x) = F5(b) = J f(t)at.

> Exemple 2.3.

Calculons l'intégrale fol f(t)dt ou f est la fonction définie sur ]0,1] par f(x) = xIn(x). On a f est bien continue
sur |0,1]. Puisque
lim f(x) =0,

x—0*

alors on peut définir

f(x):=

~ xln(x) si0<x<1
0 six=0

et définir I'intégrale de f sur ]0,1] comme l'intégrale de f sur [0,1]. Puisque f est continue, cette intégrale est
bien définie. Or
x? x?
Jxln(x)dx =3 In(x) - T + cte,

alors on peut considérer

F(x) =

~ %ln(x)—% si0<x<1
0 six=0

qui est une primitive de f continue sur [0, 1]. Ainsi, par la proposition ci-dessus, on déduit que

1 1 _ B 1
Lf(t)dtzfo flt)dt =F(1)~F(0) = ~.

Proposition 2.2

Soit f une fonction localement Riemann-intégrable sur [4,+oo[. Si f admet une limite non nulle en
+o0 alors I'intégrale généralisée L:mf(t)dt diverge.

<Remarque 2.4.

La proposition ci-dessus indique que si f est une fonction localement Riemann intégrable sur [a,+oco[ ad-
mettant une limite en +co alors pour que l'intégrale généralisée Hmf(t)dt converge, il est nécessaire que f
tende vers 0 en +o0. La condition n’est bien entendu pas suffisante comme le prouve 'exemple de l'intégrale
généralisé J;roo %dt qui diverge.
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II Propriétés des intégrales géneralisées

Par commodité, nous présenterons les propriétés de I'intégrale pour les seuls intervalles de la forme [a, b[.

Proposition 2.3 [Linéarité]

Soient f,g: [a,b[— R deux fonctions localement intégrables.

c o2 NI b b re gz
Si les intégrales généralisées Ja f(t)dt et L g(t)dt sont convergentes, alors pour tout (@, §) € R?, I'inté-

grale généralisé Lb((xf(t) + Bg(t))dt converge également et on a

b b b
f (af<t>+ﬁg(t>>dt=af f(t)dt+ﬁf g(t)dt.

Proposition 2.4 [Relation de Chasles]

| r
G

Soit f : [a,b[— R une fonction localement intégrable.

2 VR T b . . o g
L'intégrale généralisée L f(t)dt est convergente si et seulement si pour tout ¢ €]a,b[, les intégrales

généralisées J:f(t)dt et Lbf(t)dt sont convergentes. De plus, on a

Lbf(t)dt = ch(t)dt+ ff(t)dt.

Proposition 2.5

~
\

Soient f,g: [a,b[— R deux fonctions localement intégrables.
1. SiVte[ab[: f(t)=0et f:f(t)dt converge, alors f:f(t)dt > 0.
2. SiVte(ab[: f(t)<g(t)et Lbf(t)dt, ng(t)dt convergent, alors Iabf(t)dt < Jub g(t)dt.

-

IIT Calcul des intégrales généralisées

1 Intégration par parties

Proposition 2.6

Soient (a,b) € R? et u, v deux fonctions de classe C! sur ]a, b[ telles que la fonction t —> u(t)v(t) posseéde

)
une limite a droite en a et une limite a gauche en b. Les deux intégrales généralisées L u(t)v’(t)dt et

b A q
L u’(t)v(t)dt sont de méme nature. De plus, si elles convergent, on a

t—b~ t—at

b b
f u(t)v’(t)dt = lim u(t)v(t)— lim u(t)v(t)—J. u’(t)v(t)dt.

\ J

> Exemple 2.4.

Appliquons la formule d’intégration par parties pour calculer fol In(t) dt. La fonction ¢ + In(#) est continue
sur |0,1 | donc localement intégrable sur |0, 1]. Considérons les deux fonctions

u:t€l0,1]—In(t) et v :t€]0,1]— 1.

1
u’:te]0,1]+—>? et v:te€l0,1]r—t.
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Les fonctions u et v sont de classe C! sur ]0,1] et li%l u(t)v(t) = 0. De plus, 'intégrale généralisée JOI u’'(t)v(t)dt
t—0t

1 1
L u’(t)v(t)dt:L 1dt=1.

. s . T e 42 VR TIY 1
La formule d’intégration par parties indique que I'intégrale généralisée fo In(t) dt converge et que

converge puisque

1 1
J In(t) dt = u(1)v(1)— lim u(t)v(t) —J u’(t)v(t)dt
0 t—0* 0

=0x1-0-1
=-1.

2 Intégration par changement de variable

Proposition 2.7

Soient (a,b,a, B) € R%, f :]a, b[— R une fonction continue et ¢ :]a, f[—]a, b[ une bijection de classe C!.
L'intégrale généralisée L f(t)dt est convergente si et seulement si l'intégrale généralisée

ff f(p(t))p’(t)dt est convergente. De plus, lorsque les intégrales généralisées convergent, on a :

b B
J fmdt:f f(p()¢’(t)dt.

\

> Exemple 2.5.

+o0 ,1 -1
Calculons l'intégrale généralisée j AL
o x(x+1)

La fonction f : x €]0, +oco[F— Vlxx=l oot continue sur 10, +o0[ et par conséquent localement intégrable sur cet
x(x+1)

intervalle.

La fonction x — V1 + x est une bijection de classe C! définie sur l'intervalle ]0, +co[ et & valeur dans |1, +col.

En appliquant le changement de variable t = V1 +x,ona x = 2 -1 puis dx = 2tdt et, sous réserve de conver-

gence :
+°°\/1+x—1d T ot-1 di = T dr
e ) 7 oY) e
0 1 1

La fonction ¢ - ﬁ est continue sur [1,+oo[. Soit A € [1,+00[, on a

LIPS B [Int—In(t+1)] 1n( A )+ln2 In2
= _—— = — = —_— — .
L+ 1) ot t+1 ! A+1 A—too

s 1. ye g2 +oo  ({r ez +00 \1+x—1 1
On en déduit que I'intégrale L Hi+1) CONVerge donc que I'intégrale jo e ) dx converge* par changement

de variables eton a :

dx =2In2.

J+“Vl+x—1
0

x(x+1)

3 Intégrales de référence

Proposition 2.8 [Intégrales généralisées de Riemann]

Soit a € R.

T BRIV
1. L'intégrale généralisée Jo tiadt est convergente & «a < 1.

2. L'intégrale généralisée Lm tiadt est convergente <= «a > 1.

1. Ne pas oublier qu’il faut prouver la convergence de cette intégrale avant de calculer sa valeur!
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Preuve. 1
Pour tout réel a, la fonction f, : x = — est continue sur ]0, +oo[ et par conséquent localement intégrable

sur ]0,+oo[. Pour tout x €]0, 1], la fonction

1 1 1- 1-a : 1
Eox)= | ~di= e (1-2177) saz
—In(x) sia=1

admet une limite lorsque x tend vers 0 si et seulement si a < 1. Par ailleurs, pour tout x €]1,+o0[, la

fonction
1 L (xlm -1 ol
Pa(x>=j pae=| )
1 e In(x) sia=1

admet une limite lorsque x tend vers +oo si et seulement si a > 1.
On notera que quelle que soit la valeur du réel a, I'intégrale généralisée f0+°° tlg dt diverge. [ |

Proposition 2.9 [Intégrales généralisées de Bertrand]

Soit @,f€R.On a:

+00

1. Pour a €]1, +oo[ fixé, I'intégrale généralisée j ————dx est convergente si et seulement si :
o xP(In(x))e

p>1, a€R
ou .
B=1, a>1
“ 1
2. Pour a €]0,1] fixé, I'intégrale généralisée J. ————dx est convergente si et seulement si :
o xPlIn(x)l*
p<l, a€eR
ou .
B=1, a>1

IV Criteres généraux de convergence d’une intégrale généralisée

1 Criteres de convergence dans le cas géneral

Proposition 2.10

. . o il o, 4., b g
Soit f une fonction localement intégrable sur [a, b[. L'intégrale généralisée L f(t)dt converge si et seule-
ment si pour toute suite (x,,), de nombres réels appartenant a [a,b[ et convergeant vers b, la suite de

terme général F(x,) = Jax” f(t)dt converge.

Preuve.

On rappelle la définition séquentielle de la limite d’une fonction dans le cas général. La fonction g :
[a,b[— R admet une limite [ en b si et seulement si pour toute suite (x,,),, d’éléments de [a, b[ qui converge
vers b, la suite (g(x,)), converge vers I.

Ainsi, pour démontrer la proposition, il suffit d’appliquer la définition mentionnée ci-dessus a la fonction

F:xelabl— [ f(t)dt. |
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Théoreme 2.1 [Critére de Cauchy]

. . s P 22 i ([ :
Soit f une fonction localement intégrable sur [4,b[. L ’intégrale généralisée fa f(t)dt converge, si et

seulement si, ,
|RCZ
X

2 Criteres de convergence pour les fonctions positives

Ye>0, Ice(a,b], Vx,v €[, b: <e.

Dans un souci de simplicité nous énoncons les critéres de convergence pour des fonctions localement in-
tégrables sur l'intervalle [a, b et positives. Ces critéres pourraient étre énoncés pour des fonctions négatives
. ez PSR TRV 14 . Qe ez PSR TR 14
puisque I'intégrale généralisée L f(t)dt converge si et seulement si 'intégrale généralisée L —f(t)dt converge.
La condition importante pour utiliser les critéres que nous allons présenter, est que la fonction soit de signe
constant sur l'intervalle d’intégration.

Proposition 2.11

Soit f une fonction localement intégrable sur [a,b[ a valeurs positives. L'intégrale généralisée L f(t)dt

converge si et seulement si il existe M € R? tel que pour tout x € [a, b[ on ait f;f(t)dt <M.

Preuve.

Selon la définition 2.2, I'intégrale Lh f(t)dt converge si et seulement si la fonction F : x € [a, b[+— Lb f(t)dt
a une limite a gauche en b. Comme Vx € [a,b[: F’(x) = f(x) > 0, alors la fonction F est croissante sur [a, b].
Ainsi, selon le théoreme de la limite monotone, la fonction F admet une limite finie lorsque x — b~ si et
seulement si F est majorée. |

Proposition 2.12 [Critére de comparaison]

Soient f et g deux fonctions localement intégrables sur [a, b[, positives et telles que f < g.

1. Sil'intégrale Jab g(t)dt converge alors l'intégrale J:f(t)dt converge.

2. Silintégrale Lbf(t)dt diverge alors I'intégrale Lh g(t)dt diverge.

\

z 1+cos

> Exemple 2.6. Pour tour a > 1, I'intégrale généralisée f Lrcosth) 34 est divergente. En effet,

ta

T
Comme l'intégrale généralisée JOZ tl“ diverge (intégrale de Riemann avec a > 1), alors 'intégrale généralisée

f02 1Jridt diverge également.

Exercice 2.1 #°

+0o0

. N s s s . s —x2
Etudier la nature de l'intégrale généralisée f e dx.
0

Proposition 2.13

Soient f et g deux fonction définies sur [4, b[, a valeurs positives, localement intégrables sur [g, b, telles

que
lim 2% _jer,
x—b- g(x)

1. Sil =0 alors les intégrales généralisées f:f(t)dt et Lb g(t)dt sont de méme nature.
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2. Si I = 0 alors l'intégrale généralisée ng(t)dt converge — l’intégrale généralisée Lbf(t)dt
converge.

| r
€

Définition 2.4 [Rappel]

Soient f et g deux fonctions positives définies sur [a, b[, telles que g ne s’annule pas au voisinage de b.
1. On dit que la fonction f est dominée par la fonction g au voisinage de b, et on note f = O(g9),
si:
36, AC>0,Vxe[b-6,b[: f(x)<Cg(x).

2. On dit que f est négligeable devant g a gauche de b, et on note f = o(g),si:

f)
Jm T

3. On dit que f est équivalente a g, et on note f l; g,si

f

i =1.
xig;l* g2(x)

‘ '
€

Corollaire 2.1
Soient f et g deux fonctions localement intégrables et positives sur [a, b[.

1. Si f = O(g), alors I'intégrale Iab g(t)dt converge = l'intégrale I:f(t)dt converge.
2.5 f = o(g), alors 'intégrale Lb g(t)dt converge — l'intégrale Lbf(t)dt converge.

3.8if > 8 alors les intégrales généralisées fabf(t)dt et Lb g(t)dt sont de méme nature.

> Exemple 2.7.
11— cos(x) ix

Etudions la convergence de I'intégrale généralisée J- 7
0 X

1
. 2 1-cos(x) 1 1T USRI, 1 . _
On sait que 1 — cos(x) 3 % alors —3 T Or l'intégrale généralisée J; 2—xzdx est divergente (car ¢ =2 >

e s USRS i -
1), alors l'intégrale généralisée Jo %ﬁdx est aussi divergente.

Corollaire 2.2 [Premier critére de Riemann]

Soit f une fonction localement intégrable sur [a,+oo| et a valeurs positives.

1. S’il existe a €]1,+oc0[ et C € R} tels que f(¢) i 7o alors l'intégrale généralisée J:roof(t)dt
converge.

2. S’il existe @ €]—oo,1] et C € R} tels que f(f) ~ t% alors I'intégrale généralisée L:roof(t)dt diverge.

+o0

Corollaire 2.3 [Second critére de Riemann |

Soit f une fonction localement intégrable sur |0, 4] et a valeurs positives.

1. S’il existe a €] — o0, 1[ et C € R} tels que f(#) & t% alors I'intégrale généralisée J;f(t)dt converge.

2. S’il existe a € [1,+00[ et C € R tels que f(¢) & t% alors l'intégrale généralisée j;f(t)dt diverge.
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. g
Exercice 2.2 ¢
Déterminer la nature des intégrales généralisées suivantes :

1. [ ¥ cos(t)In(tan(t))dt. 2 [ e 3. [ M dt.
V Intégrales absolument convergentes

Définition 2.5

Soit f une fonction localement intégrable sur [4,b[. On dit que l'intégrale généralisée f: f(x)dx est

3 1Pmn s s 1. s (b
absolument convergente si I'intégrale généralisée L |f(£)|dt est convergente.

r
\

Proposition 2.14

Toute intégrale généralisée absolument convergente est convergente.

Preuve.
" R TI 4 . s g re s
Supposons que l'intégrale généralisée L f(t)dt soit absolument convergente ce qui signifie que I'intégrale

4 1., (b P . cos
généralisée L |f(t)|dt converge. Elle satisfait par conséquent le critere de Cauchy,

v
Ve>0, dce(a,b], Yx,v €[c bl: j |f (t)|dt
X

Lyf(t)dt‘ < J;y [f(t)|dt = —[Cy If (t)dt

L 1o I s 1. . (b P . s ,
on en déduit que I'intégrale généralisée L f(t)dt vérifie elle aussi le critere de Cauchy et par conséquent,
qu’il s’agit d’une intégrale généralisée convergente. [ |

<e.

Or

s

<Remarque 2.5.

La réciproque de la proposition est fausse; une intégrale généralisée peut étre convergente sans étre absolu-
) iz IR TI +00 sin(t) . .
ment convergente. C’est le cas de I'intégrale généralisée Jo —f— qui converge mais ne converge pas absolu-

ment.

> Exemple 2.8.
sntlz(t)

Pour tout t € [1,+o0[, on a < tiz Etant donné que I'intégrale de Riemann f;w tlzdt converge, le critere de
sin(t)

S . e [F00
comparaison implique que 'intégrale généralisée fl 2

dt converge également. Par conséquent, I'intégrale

+00 st(t)dt converge absolument.

généralisée L

VI Semi-convergence

Définition 2.6

n ) i g Yo fos1ies (b .
Soit f une fonction localement intégrable sur [4, b[. On dit que l'intégrale généralisée Ja f(t)dt est semi-
convergente s’il s’agit d’une intégrale généralisée convergente mais non d’une intégrale généralisée
absolument convergente.

<Remarque 2.6.

. . . s . s g2 PR TRV 14
Si f est une fonction localement intégrable sur [a, b[ de signe constant et si 'intégrale généralisée ju f(t)dt est
convergente alors I'intégrale généralisée est absolument convergente. La notion d’intégrale semi-convergente
n’a d’intérét que pour des fonctions qui ne sont pas de signe constant.
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Théoréme 2.2 [Théoréme d’Abel ]

Soient f et g deux fonctions localement intégrables sur [4,+oo[. Si les deux conditions suivantes sont
satisfaites :

1. la fonction f est positive, décroissante sur [4,+oo[ et lim f(x) =0;
X—+00

2. il existe une constante M > telle que

Vx € [a,+ool:

X
J g(t)dt‘ <M;
a

alors I'intégrale généralisée L:oo f(t)g(t)dt est convergente.

> Exemple 2.9.

Vérifions que I'intégrale f0+°° S;};) dt est convergente. La fonction t — S;n—\}? est prolongeable par continuité en

0, donc localement intégrable sur [0, +oo[. D’apreés la relation de Chasles, on a

+o0 _: 1 .- +00 _:
j sin(t) df = sin(t) di+ sin(t) dar.
0o 2Vt 0 2Vt 12Vt

La fonction f : t € [1,+oo[—~ 2+ﬁ est positive, décroissante et tlim f(t)=0; pour tout x € [1,+00[, on a
—+00

JX sin(t)dt‘ =|cos(x) —cos(1)| < 2.
1

Le théoreme d’Abel indique que l'intégrale 1+°° Si;%) dt est convergente. On en conclut que rm S0l g est

0 2t
convergente.

Cette intégrale est appelée intégrale de Fresnel et on montre que f0+°° S;n\%) dt = L;Do sin(tz)dt = %\/g
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3 SERIES NUMERIQUES

La théorie des séries numériques est I’étude des sommes comportant une infinité dénombrable de nombres
réels ou complexes. Plus précisément, étant donné une suite numérique quel sens peut-on attribuer a l'ex-
pression ug + uy + uy,...? Le but de ce chapitre est I'étude détaillée de ce probleme. Aprés les définitions fon-
damentales et quelques résultats préliminaires, nous examinons dans un premier temps les séries a termes
positifs, puis nous détaillons les principales régles de convergence dans le cas général, en particulier le critére
de Leibniz pour les séries alternées et le critere d’Abel pour les séries semi-convergentes.

I Geénéralités

Pour toute suite réelle (u,,),cn, on se propose de donner un sens a la somme ug + 7 +.... Il est donc naturel
de commencer par former les sommes partielles :
n
Sp=ug+u+..+u,= Zuk,
k=0

et d’étudier la limite de la suite numérique (S,),en ainsi obtenue.

Définition 3.1
Soit (u,,) ey une suite réelle. On appelle série de terme général u,, la suite (S,),cn définie par :

n
VneN: Sn:uo+u1+...+un:Zuk.
k=0

La série de terme général u,, est notée E u, ou parfois simplement ) u,,.

n>0
n

Leréel S, = Zuk est appelé la somme partielle d’ordre n de la série Zu”.
k=0 n>0

\ J

<Remarque 3.1.
Si la suite (u,),en n'est définie qu’a partir d’un certain rang g, la série de terme général u,, n’est également
définie qu’a partir de ng, ce que 'on note Z u,. La suite des sommes partielles est alors (S,,),>,,, avec

n=ng
n

Sn = Z Ug.

k=nyq
> Exemple 3.1.

1. On considere la série E n. Son terme général est u, = n. Les premieres sommes partielles sont :
n>0

So=up=0, S1=0+1=1, S$,=0+1+2=3, S3=0+1+2+3=6.

De fagon générale, on peut montrer, en utilisant la récurrence, que

& n(n+1)
VnEN, Sn:Zk:T.
k=0

2. La série E — est appelée la série harmonique. Son terme général est u, = % Les premiéeres sommes
n

n>1
partielles sont :
1 3 1 1 11
Sl_ul_l, 82—1+E—§, S3—1+§+§—?.



Il n’existe pas de formule simple pour calculer la somme partielle (S,) d’ordre n.

Définition 3.2
Soit Z u, une série. Soit S,, sa somme partielle d’indice n.
n>=0
1. Si la suite (S,,),ey converge, on dit que la série Zun est convergente. La limite S de la suite
n=0
(S1)nen est alors appelée la somme de la série Zun, et on note :

n=0
n +00
S= lim S,= lim [Zuk]:Zuk
n—+oco n—+0o
k=0 k=0

2. Sila suite (S,,) ey diverge, on dit que la série Z,u” est divergente.
n=>0
3. Déterminer la nature de la série consiste a déterminer si elle est convergente ou divergente.

\ J

<Remarque 3.2.

+00
1. Lécriture > u; n'a de sens que si la série converge! Alors que l’écriture > u, a toujours un sens,
k=0 n=0
puisqu’elle désigne une suite.

2. Tout comme on ne confond pas la suite (u,),, le n-iéme terme u,, de cette suite et sa limite éventuelle
n

L, il convient de ne pas confondre la série E u,, la n-iéme somme partielle S, = E uy et la somme
n=0 k=0

+00
éventuelle Zun de la série.
n=0
3. Les sommes infinies ne se manipulent pas de la méme maniere que les sommes finies (puisqu’en réalité,
ce sont des limites, et il faut donc toujours vérifier la convergence). C’est pourquoi on calcule (presque)
toujours les sommes partielles, qui sont des sommes finies, avant de passer a la limite.

> Exemple 3.2.

1. Soit (u,),en la suite définie pour tout n € N par u,, = 0. Alors, la somme partielle d’indice # est :

sn:iozo.
k=0

+00
La suite (S,,) ey est donc clairement convergente et sa limite vaut 0. Ainsi, ZO =0.
n=0
2. Soit (u,),en la suite définie pour tout n € N par u,, = 1. Alors, la somme partielle d’indice n est :

n
Sy = 1=n+1.
k=0

Puisque la suite (S;),cn diverge, la série Zl diverge également.
n>0
3. Soit (u,),en la suite définie pour tout n € N par u,, = a”, ou a est un nombre réel ou complexe donné. On
sait que si |a| = 1, alors

n+1

1-a
Snzzzilak::‘frzzyﬂ
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d’ou 'on déduit que la série géométrique > a" converge si et seulement si |a] < 1 . Sa somme est alors

donnée par :

Définition 3.3

Soit } u, est une série convergente de somme S. Le nombre
R,=5-5,

est appelé le reste d’ordre (ou d’indice) n de la série.

<Remarque 3.3.
Le reste R,, d’ordre n n’est défini que pour les séries convergentes. Comme, dans ce cas, la suite (S;) converge
vers S, on en déduit que la suite (R,,),, converge vers 0. On a aussi

+00

Rn = }:: U

k=n+1

n +00 +00
de sorte que l’égalité Zuk + Z U = Zuk, traduisant S, + R, = S, est pleinement justifiée.
k=0 k=n+1 k=0

Proposition 3.1

On ne change pas la nature d’une série ) u, en modifiant un ensemble fini des termes de la suite (u,,).

Preuve.
Soit (v,),>0 une suite, et supposons qu’il existe ny € N tel que
VneN, n>ny: v,=u,.

n n

En notant U, = Zuk etV, = ka, on obtient
k=0 k=0

0
VneN,n>ng: U,-V, = Z(“k—vk)-
k=0

La différence U, -V, étant constante a partir d’un certain rang, la suite (U,,) et convergente si et seulement
s’il en est de méme de la suite (V,,). En cas de convergence, on a

+00 +00 no no
Y-y ey w-Y u
k=0

k=0 k=0 k=0

D’ou la proposition. n

On en déduit que les résultats de ce chapitre, énoncés souvent avec une hypothése sur le terme général u,, sup-

n
posée vérifiée pour tout entier n, voient leurs conclusions qui subsistent, avec parfois une légere modification,
lorsque u,, ne vérifie I’hypothése qu’a partir d’un rang ny.

Définition 3.4

Etant donné deux séries ) u, et ) v, et un nombre réel ou complexe @, on définit :

1. la série somme comme étant la série de terme général u, + v,. Cette nouvelle série est notée
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2 (uy +vp).

2. la série produit par a de la série ) u,, la série de terme général au,. On la note @) u,,.

Avec ces deux lois et les propriétés établies pour les suites numériques, on déduit aussitot le résultat sui-
vant.

Proposition 3.2

Muni des deux opérations définies ci-dessus, I’ensemble des séries numériques est un K-espace vecto-
riel, dont I’ensemble des séries convergentes est un K-sous-espace vectoriel.

<Remarque 3.4.

La somme d’une série convergente ) u, et d'une série divergente ) v, est divergente; sinon, la série ) v, =
> (u, +v,) — ) u, serait convergente. En revanche, on ne peut rien dire a priori de la somme de deux séries
divergentes.

Proposition 3.3

Si une série ) u, converge, alors lim u, =0.
n—+oo

Preuve.
Pour toutn>1,onau, =S5,-S5,_1, et les suites (S,) et (S,,_;) convergent vers la somme S de la série ) u,,.
On en déduit que la suite (u,) converge et a pour limite 0. [ |

<Remarque 3.5. La condition u,, — 0 est nécessaire pour la convergence de la série ) u,, mais n’est évidem-
ment pas suffisante. Par exemple, pour

la suite (u,) converge vers 0 , mais
n n

Zuk - Z(ln(k+ 1)-Ink)=In(n+1) — +oo,

n—+oo
k=1 k=1

donc la série } u,, diverge!

Définition 3.5
On dit qu’une série ) u, diverge grossiérement si la suite (u,) ne tend pas vers 0.

Définition 3.6

On appelle série télescopique associée a une suite (a,), la série ) u, ou u, =a, —a,_;.

Proposition 3.4

| '
\

Soit )" u, une série télescopique associée a une suite (a,),>o. Alors la série ) u, et la suite (a,) sont de
méme nature, et en cas de convergence, on a

+00

Zuk = lim a, —a.
= n—+o00

Preuve.
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Pour tout entiern>1,0n a

Zuk =) (ax—ax_1)=a,—aop,
k=1 k=1
et on conclut en faisant tendre #n vers 'infini. [ |
> Exemple 3.3.
Considérons la série de terme général
1
u, = , n>1
" n(n+1)
Puisque
1 1 1

nn+l) n n+l
on en déduit que ) u, est une série télescopique. Elle est donc convergente (car (%)n est une suite convergente),

et de plus, on a
n

Fuetds

k=1

N =

d’ou la somme de la série considérée :

+00

1 1
Z—:l— lim =1
1n(n+1) n—+oo 1+ 1

n=

Le résultat qui suit est fondamental. I1 permet d’établir la convergence (ou la divergence) d’une série sans en
connaitre a priori la somme.

Théoreme 3.1 [Critére de Cauchy]

Une série numérique ) u, converge si et seulement si elle satisfait le critere de Cauchy :

n+p
Ve>0, AN €N, VneN, VpeN', n2N: | ) u<e

k=n+1

Preuve.
On sait que dans R, toute suite de Cauchy est convergente. Ainsi, la suite (S,,),, des sommes partielles
converge si et seulement si elle est de Cauchy. Pour conclure, il suffit alors de remarquer que

n+p

Sip—Su= Z .

k=n+1

> Exemple 3.4.
Considérons la série harmonique, de terme général % avecn>1.Pourtoutn>1,ona:

k=n+1 k=n+1

Le critére de Cauchy n’est donc pas satisfait, ce qui permet de conclure que la série harmonique diverge.

Définition 3.7

Une série ) u, est dite absolument convergente sila série ) |u,| est convergente.

Le résultat suivant est trés important en pratique.
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Théoréeme 3.2

Toute série absolument convergente est convergente.

Preuve.
Soit € > 0. Puisque la série )_|u,| converge, il existe N € N tel que

n+p
VneN, VpeN', n>N: Z |ug| < e.
k=n+1
D’apres 'inégalité triangulaire, on a alors
n+p n+p
Z Ug| < Z lugl < e,
k=n+1 k=n+1

d’ou l'on déduit que la série ) u,, satisfait au critére de Cauchy, donc converge d’apres le théoreme 3.2. B

<Remarque 3.6.

La réciproque du théoréme précédent est fausse. La convergence absolue est une condition suffisante de
convergence. Nous verrons des séries qui sont convergentes, sans étre absolument convergentes. Considérons
par exemple la série de terme général u, avec

1 1 .
sz:—I; et u2p—1 21_7 (pGN )

Pour toutn>1,ona

2n 2n+1 1
S :Zu =0 et S :Zu: .
2n k 2n+1 k n+1
k=1 k=1

Les suites extraites (S;,,) et (S;,,11) ayant la méme limite (égale a 0), ce qui permet de conclure que la suite
(S,) converge et que sa limite est 0. La série de terme général u,, est donc convergente et de somme égalea 0 .
Cependant, cette série n’est pas absolument convergente car

2n n 1
D lul=2) ¢
k=1 k=1

et on a vu a I'exemple 3.4 que la série harmonique est divergente.

Définition 3.8

Une série numérique qui converge mais qui ne converge pas absolument est dite semi-convergente.

Nous reviendrons plus loin sur ce type important de séries.

II Séries a termes positifs

Dans cette section, nous nous intéressons aux séries ) u, a termes réels positifs. Tous les résultats que nous
obtiendrons pour de telles séries resteront vrais pour les séries a termes négatifs, il suffit d’adapter les énoncés
et les démonstrations en remplagant croissante par décroissante, majorée par minorée, +co par —co ...

Proposition 3.5

Une série a termes positifs converge si et seulement si la suite (S,,),, des sommes partielles est majorée.
Si la série diverge, alors la suite (S,), tend vers +co.
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Preuve.
Pour toutneN,ona S,,; — S, = u,,1 =0, donc la suite (S,),ey est croissante. D’apres le théoréme de la

limite monotone, une suite croissante converge si elle est majorée, sinon elle tend vers +oco. [ |
Notation:
+00
Si) u, est une série a termes positifs divergente, on écrira E u, = +oo. Cette notation signifie que lim S, = +oo.
n—+oo
n=0
Elle est généralement réservée aux séries divergentes a termes positifs (ou positifs a partir d’un certain rang).
+00
De méme, pour indiquer que la série de terme général u, > 0 converge, on écrit parfois E u, <+oo. Nous
n=0

allons maintenant établir les principaux critéres de convergence relatifs aux séries a termes réels positifs.
Théoreme 3.3 [Régle de comparaison]

Soient ) u, et } v, deux séries a termes positifs telles que u, < v, pour tout n > 0. Alors :

1. Sila série ) v, converge, il en est de méme de la série )} u,, eton a

iun < ivn. (3.1)
n=0 n=0

2. Sila série ) u, diverge, il en est de méme de la série ) v,,.

Preuve.

1. Notons (S;), et (T,), les suites des sommes partielles associées respectivement aux séries ) u, et
Y v,. Par hypothese, on a u,, <v,, pour tout n > 0, donc

VneN, S,<T, (3.2)

Comme la suite (T},), est majorée (car convergente), il en est de méme de la suite (S,,),,. Donc la
série ) u, converge. On obtient I'inégalité (3.1) en faisant tendre n vers I'infini dans l’inégalité
(3.2).

2. Clest la contraposée de l’assertion 1).

> Exemple 3.5.

1 1

1. Pour tout n > 2,0na 0 < & < —1— Comme la série de terme général ——— est convergente (voir
n n(n-1) n(n-1)

exemple 3.3), la régle de comparaison permet d’en déduire que la série de terme général nl—z est conver-
gente.
2. Pourtoutn>1,ona0< % < % Comme la série harmonique est divergente (voir exemple 3.4), on en

2 1ons 4. s . 1 .
déduit que la série de terme général 7 est divergente.

<Remarque 3.7.

Si la majoration u,, < v, n'est vérifiée qu’a partir d’un certain rang n, la regle de comparaison reste valable car
la convergence des suites (S,,) et (T,) , entraine celle des suites (S,),5( et (T,),>0- Cependant, I'inégalité
(3.1) peut étre fausse.

nzmngp nzn

La regle de comparaison permet d’établir un autre critére important.

Théoreme 3.4 [Reégle d’équivalence]

Soient ) u, et ) v, deux séries a termes positifs telles que u, ~ v, lorsque n — +co. Alors
1. Les séries sont de méme nature.

2. En cas de convergence, les restes sont équivalents.
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3. En cas de divergence, les sommes partielles sont équivalentes.

<Remarque 3.8.

La reégle d’équivalence peut étre mise en défaut si les séries ne sont pas a termes positifs. En revanche, la
regle reste valable pour les séries ) u, a termes négatifs, il suffit en effet de considérer les séries opposées,
c’est-a-dire celles de terme général —u,,.

Le résultat qui suit traite de séries qui serviront de référence pour appliquer les régles de comparaison et
d’équivalence.

Théoréme 3.5 [Séries de Riemann]

. 2 . 1 . .
Soit @ € R. La série de Riemann E — converge si et seulement si a > 1.
n

n>1

Du théoreme précédent, on déduit les regles pratiques suivantes qui sont des conséquences faciles du théo-
reme (ou régle) de comparaison.

Corollaire 3.1 [Regle n%u,,]

Soient ) u, et ) v, deux séries a termes positifs.
1. Sila suite (n%u,),, converge vers 0 et si a > 1, alors la série ) u, converge.

2. Sila suite (n%u,,), tend vers +oo et si @ <1, alors la série ) u,, diverge.

Preuve.

1. Puisque la suite (n%u,), converge vers 0, en prenant ¢ = 1 dans la définition de la convergence, on
trouve un N € N tel que n%u,, <1 pour tout n > N. On en déduit que u, < n™® pour tout n > N,
et comme o > 1, la série ) n™® converge, et on conclut par la régle de comparaison pour séries a
termes positifs.

2. Si(n®u,), tend vers +oo, alors on peut trouver N € N tel que n®u,, > 1 pour tout n > N. On a alors
u, > n~% pour tout n > N, et comme «a < 1, la série ) n™% est divergente, et on conclut ici aussi a
I’aide de la regle de comparaison.

Théoreme 3.6 [régle de domination ]

Soient ) u, et } v, deux séries a termes positifs telles que 1, = O(v,) quand n — +co.
Sila série } v, est convergente, alors la série ) u, converge également. Dans ce cas, les restes respectifs

+00 +00
Rn:Z“k et pn:ka
k=n+1 k=n+1

satisfont a la relation : R,, = O(p,) lorsque n — +oo.

Preuve.
L’hypothese u, = O(v,,) peut s’écrire

AM >0, dngeN, VneN, n>ny: 0<u,<Mv,.

Si la série )} v, converge, il en est de méme de M ) v,, et d’apres la réegle de comparaison ) u, converge.
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Si les séries considérées sont convergentes, on a, pour tout n > g :

+00 +00
Y owsM Y u
k=n+1 k=n+1
c’est-a-dire R, = O(p,) lorsque n — +co. [ |

Théoréeme 3.7

Soient ) u, et } v, deux séries a termes positifs telles que 1, = o(v,) quand n — +co.
Sila série ) v, est convergente, il en est de méme de la série ) u,. Dans ce cas, les restes respectifs

+00 +00
Rn:Z“k et pn:ka
k=n+1 k=n+1

vérifient : R, = o(p,,) lorsque n — +oo.

Preuve.
Soit € > 0. Puisque u,, = 0(v,) quand n — +oo, il existe N € N tel que u,, < ev,, pour tout n > N. Puisque

Y u, converge, on déduit de la regle de comparaison que la série ) u, (ou n > N) est convergente. De
plus, pour tout n >N, on a

+00 +00
0< Z U, < ¢ Z Vks
k=n+1 k=n+1

ce qui montre que

+00 +00

Z Uy = 0[ Z vk] lorsque 1 — +oo.

k=n+1 k=n+1

Ceci acheve la démonstration du théoréeme. [ |

Théoreme 3.8 [Comparaison série-intégrale]

Soient @ un nombre réel donné et f : [4,+co[— R une fonction positive et décroissante. Alors la série

Y f(n) (avec n > a) et I'intégrale impropre L:mf(t)dt sont de méme nature. De plus, en cas de conver-
gence, on a 'encadrement suivant :

L:of(t)dt <R, = i up < J:oof(t)dt.

p=n+1

Preuve.
e Sans perte de généralité, on peut supposer a = 0. La décroissance de f donne pour tout p e N:

Vielpp+1]: flp+1)<f(t)<f(p).

Par intégration de f sur le segment [p,p + 1], on en déduit que

p+1
flp+1) < f(t)dt < f(p).
p
En sommant pour p allant de 0 a n, on obtient
n+1
VneN, S,,1-f(0)< J f(t)dt <S,,. (3.3)
0
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S . - . 1 , . . ,
Si la série converge, la suite (S,,),, est majorée, donc la suite (IO’H f(t)dt) l’est aussi. La fonction f étant
n

positive, x > fgf(t)dt est majorée, ce qui prouve que 'intégrale impropre Jo+oof(t)dt est convergente.
e Réciproquement, si I'intégrale impropre est convergente de valeur M, on déduit de I’encadrement (3.3)
que

n+1
S < JO F(0dt+ £(0) <M+ £(0)

La suite (S,), des sommes partielles est donc bornée, et comme elle est croissante (car la série est a termes
positifs), elle est donc convergente. Autrement dit, la série ) u, est convergente. |

> Exemple 3.6.
Montrer que la série Z

n>2

— converge si et seulement si, a > 1.

1
n(In(n))

Proposition 3.6

La série de Bertrand

1 2
Z n%(Inn)p’ (a,f) R

n=2

converge si et seulementsia>1ou (a=1etf>1).

IIT Regles de Cauchy et de D’Alembert

Théoreme 3.9 [Regle de Cauchy]

Soit (u,), une suite de nombres réels ou complexes. Supposons que lim +/|u,| = A existe. Alors
n—+oo

1. Si A <1, la série )} u, converge absolument, donc converge.

2. Si A>1,la série ) u, diverge.

> Exemple 3.7.
2
n
Pour la série de terme général u, = (1 - %) ,onapourtoutn>1:

fu (l 1)71 e (nln(l 1))
= —_—— = X _—

n n p n

et pour tout # suffisamment grand :

ln(l —%):-—Jro(%) — nln(l —%):—1+o(l).

. . Ve . . -_— - 7 . n
Par continuité de 'exponentielle, onaalors: lim <fu, =e 1 Comme el < 1, 0n conclut que la série ) (1 - E)
n—+oo
converge.

Théoréme 3.10 [Reégle de de D’Alembert]

Upil
un

Soit (u,,), une suite de nombres réels ou complexes. Supposons que lim = A existe. Alors

n—+o0

1. Si A <1, la série } u, converge absolument, donc converge.

2. SiA>1,lasérie ) u, diverge.

> Exemple 3.8.
7 . 7’ e n ~
Pour la série de terme général u, = “,—1 ouneN'etacR},ona

Upil
un

Upl
un

n .
, donc lim
n+1 n—+oo

Prof.: Mahmoud El Ahmadi 51 Année universitaire 2025-2026



7 n . . . . 1 . 7.
I en résulte que ) ,; & converge si a < 1 et diverge sia>1.Sia =1, on a u, = 5 et on sait que la série
harmonique diverge.

IV Séries semi-convergentes

Définition 3.9

On dit qu’une série est semi-convergente si elle est convergente mais non absolument convergente.

> Exemple 3.9.
. - —1)" . o 1ses
Nous verrons dans un instant que la série } -, % est convergente, mais on sait déja qu’elle n’est pas abso-

lument convergente puisque ), |u,| est la série harmonique.

Définition 3.10

On appelle série alternée toute série de terme général (-1)"a, ou (a,), est une suite réelle de signe
constant.

A un signe pres, une série alternée s’écrit donc }_,.;(-1)"a, ou (a,), est une suite a termes positifs.
Pour de telles séries, on a le résultat remarquable suivant.

Théoreme 3.11 [Critére de Leibniz]

Soit (a,,), une suite a termes positifs, décroissante et tendant vers 0. Alors la série alternée ) (-1)"a,
est convergente.
De plus, sa somme S vérifie S;,,.1 < S < S,, pour tout n, et son reste R, d’ordre n vérifie |R,| < a,,.

Preuve.

On va montrer que les suites (S,,,) et (S,,,;1) sont adjacentes. En effet, puisque la suite (a,,) est décroissante,
ona Syuyp— Sy =dops2 —dans1 <0 €t Sypys—Sopi1 = Aoy —d2ny3 2 0.

De plus, Sy, — S;-1 = ap, tend vers 0 . Les deux suites (S;,) et (S;,,41) étant adjacentes, elles sont donc
convergentes et ont méme limite. La série } (—1)"a, est donc convergente et, pour tout n,ona Sy,,1 <S <
Sy,- On en déduit que

[Roul = 1S = S24l < Soi = Sons1 = a2u41,
IR2n+11 = 1S = Sons1l < Sons2 = Sops1 = a2

Donc |R,| < a,,1 pour tout entier naturel #. |

> Exemple 3.10.
Pour tout a € R}, la série } - (-1) est alternée et la suite de terme général - est décroissante et tend
vers 0. D’apres le critére de Leibniz, la série } -, (—1)”_111_“ est donc convergente, et de plus, on a

n—-1 na
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4 EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

I Définitions et terminologie

Dans I’étude de nombreux problémes physiques, on est amené a rechercher une fonction inconnue, solution
d’une équation reliant cette fonction a ses dérivées successives. Une telle relation, qui lie une fonction d’une
variable réelle a ses dérivées, est appelée équation différentielle.

Il est d’'usage de noter :

e v la fonction inconnue dans I’équation différentielle,

e t la variable réelle dont dépend la solution.

e Lordre de dérivation le plus élevé de la fonction inconnue apparaissant dans I’équation différentielle définit
l'ordre de I'équation différentielle. D’'une maniére générale, une équation différentielle d’ordre n est de la
forme :

(E): E(6,9()9/ (1) (1), (1)) = 0,

ol F est une application définie sur un sous ensemble de R"*? et a valeurs dans R” avec p > 1.
e On appelle solution sur I'intervalle I de I’équation différentielle (E) toute fonction ¢ définie sur I, admettant
des dérivées jusqu’a I'ordre n sur I et dont les dérivées successives ¢/,..., ™ vérifient pour tout t € I

F(t,¢(t), ¢'(1),.. " (1), " (1) = 0

Vocabulaire:

1. La solution générale d’une équation différentielle désigne I’ensemble de toutes ses solutions. Une solu-
tion spécifique appartenant a cet ensemble est appelée solution particuliére.

2. On appelle courbes intégrales d’une équation différentielle les courbes représentatives des solutions de
cette équation.

3. On appelle probleme de Cauchy, le probleme constitué par une équation différentielle d’ordre n et de
n conditions initiales portant sur la fonction inconnue et ses dérivées.

4. Une équation différentielle est également caractérisée par son caractere linéaire ou non linéaire. L’équa-
tion différentielle

(E): F(t3()' (1) " (1), 3" (1)) = 0,

est dite linéaire lorsque pour t €I fixé, la fonction
(Xl,...,X,,H,l) € Rn+1 —> F(t,xl,...,xn+1) € Rp,

est une application linéaire. Dans le cas courant ou p = 1, une équation différentielle linéaire est de la
forme

a0 (1) + it (DY V(1) + .+ e (Y () + o)y (t) = g(t),

ou cy,...,c, et g sont des fonctions réelles d’une variable réelle. Les fonctions c,...,c, sont appelées
coefficients de I’équation différentielle et la fonction g est appelée second membre de I’équation diffé-
rentielle.

5. Une équation différentielle linéaire d’ordre # est dite normalisée sic, = 1.

> Exemple 4.1.

. 2
1. Equation d’un circuit RLC série : L% + R% + % = V(t).
) d?y(t
2. Equation de la chute libre : y”(t) = d;ig ) =—g(t).
d2x(t
3. Masse attachée a un ressort : m d);g ) = —kx(t).
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II Equations différentielles linéaires du premier ordre

Dans I’étude théorique des équations différentielles linéaires du premier ordre que nous allons effectuer,
nous considérerons des équations différentielles normalisées. Nous nous intéresserons d’abord aux équations
différentielles homogénes (c’est-a-dire dont le second membre est nul) puis aux équations différentielles non
homogeénes.

Définition 4.1

1. On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre une équation de type

(E) c1()y'(t) +co(t)y(t) = g(¢),

oll ¢y, ¢y et g sont trois fonctions continues définies sur un intervalle I C R.

2. Une fonction f est une solution de cette équation sur l'intervalle I si f est définie et dérivable
sur [ et

Vel c(O)f (t)+co(t)f(t) =g(t).

> Exemple 4.2.

[N}

X

1. L’équation "+ xy = 0 est une équation différentielle linéaire du premier ordre. La fonction x > e” 2 est
une solution de cette équations sur R.

2. L’équation y’+ xy = e* est une équation différentielle linéaire du premier ordre avec second membre.
3. L’équation y’ + xy = 0 est I’équation différentielle sans second membre associée a la précédente.

4. Les équations y’* —y = x et y” xp’ —y = 0 ne sont pas des équations différentielles linéaires.

1 Normalisation d’une équation différentielle

Soient I un intervalle non vide de R et ¢y, ¢y, g trois fonctions continues de I dans R. On suppose que la
fonction ¢; n'admet qu’un nombre fini de zéros dans I. L’équation différentielle linéaire du premier ordre

(E) c1(t)y'(t) +co(t)p(t) = g(t),
admet pour forme normalisée ’équation différentielle linéaire du premier ordre

, _ &)
(En) y(t)+ m?(t) o

L’équation différentielle (E) est définie pour tout t € I, alors que I’équation différentielle (Ey ) n'est définie que
pour les valeurs de ¢ pour lesquelles c; ne s’annule pas. Si la fonction c; ne s’annule pas sur I, les équations
différentielles (E) et (Ex) sont toutes les deux définies sur I et équivalentes. Par contre, si la fonction ¢; admet
des zéros, I’équation différentielle (Ex ) n’est pas définie sur tout l'intervalle I mais sur un sous-ensemble | de
I. Remarquons que toute solution de ’équation différentielle (E) est solution de 1’équation différentielle (Ey)
sur le sous-ensemble | de I ou celle-ci est définie. Par contre, une fois obtenues les solutions de I’équation (Ey)
sur J, se pose le probleme d’établir s’il existe une solution sur I a I’équation différentielle (E).

Pour I'étude qui suit, nous ferons I’hypothéese simplificatrice que la fonction c¢; ne s’annule pas sur I. Cette
condition assure que la forme normalisée (Ey) est bien définie et équivalente a (E) sur tout l'intervalle.
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2 Equations différentielles linéaires homogenes du premier ordre

Définition 4.2

Soient I un intervalle de R et a(.) une fonction continue sur I.

1. On appelle équation différentielle linéaire homogene du premier ordre une équation différen-
tielle de la forme

(Eo) p'(t)+a(t)y(t)=0.

2. On dit que la fonction ¢ est solution de (E) sur 'intervalle I si ¢ est dérivable sur I et si

Viel ¢'(t)+a(t)p(t)=0.

\ J

<Remarque 4.1.

1. La fonction nulle (y = 0) est solution de 1’équation différentielle linéaire homogéne du premier ordre
(Eo)-

2. Rappelons que I’ensemble C(I,R) des fonction continues sur I est un R-espace vectoriel. Lensemble S
des solutions de 1’équation différentielle (Ej) est un sous-espace vectoriel de C(I,R). En effet,
(a) d’une part, la fonction nulle étant solution 1’équation différentielle (Eg), l'ensemble Sy n’est pas vide;

(b) d’autre part, si ¢; et ¢, désignent deux solutions de (Eg) et py et p, deux réels alors la fonction
H11 + pr @, est dérivable sur [ et on a

(11 + pa2) +a(py 1 + pad2) = p1 (P +ady) + pa (P +ad,) =0,

ce qui indique que py ¢1 +puy ¢, est solution de I’équation différentielle (Ey). Ainsi, toute combinaison
linéaire d’éléments de Sy appartient a Sy.

Nous allons, dans les deux résultats qui suivent, caractériser ’ensemble S; des solutions de 1’équation
différentielle (Eg).

Proposition 4.1

L'ensemble Sj des solutions de I’équation différentielle (E() est un espace vectoriel sur R.

Le théoréme suivant explicite les éléments de l'espace vectoriel Sy, autrement dit fournit la forme des
solutions de I’équation différentielle (E).

Théoréme 4.1

Lensemble Sy des solutions de 1’équation différentielle (E() sur I est donné par
So Z{tGIHKe_A(t)|K€R}

ou A désigne une primitive de a sur I. Il s’agit d’un R-espace vectoriel de dimension 1.

Preuve.
Commencgons par remarquer que la fontion a étant continue sur I, elle admet une primitive A sur I. Le
fait que pour tout ¢ € I on ait eA(*) = 0 justifie les équivalences suivantes :

peSy=Vtel ¢'(t)+a(t)p(t)=0
e=Viel Ae/(t)+ (t)eA(tcj)( =0
=Vtel (Mgt ))
e3JkeR Vtel eA<f>¢(t):1<
e=3dkeR Viel ¢(t)=re 0,
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On a donc bien S = {t el ke A | ke R}. [ |

> Exemple 4.3.
Considérons sur |0, 5[ I'équation différentielle linéaire du premier ordre homogene et normalisée :

y(t)
tan(t)

(E): 9'()+

La fonction a : t €]0, 5[~ % est continue sur ]0, 5[ et une de ses primitives est A : t €]0, Z[— In(sin(t)).

tan
D’apres le théoreme 4.1, la solution générale de I’équation différentielle (E) est la fonction

e
—[—
2

“In(sin(t) _ L

telo,  sin(t)’

keR, car e

K
sin(t)’
Il'y a une unique solution qui prend la valeur 1 en 7. Il s’agit de la fonction

1

V2sin(t)’

tG]O,%[I—>

3 Equations différentielles linéaires non homogenes du premier ordre

Définition 4.3

Soient I un intervalle de R et a,b deux fonctions continues sur I.

1. On appelle équation différentielle linéaire non homogene du premier ordre, une équation diffé-
rentielle de la forme

(E) '(t)+a(t)y(t) = b(t).
2. On dit que la fonction ¢ est solution de (E) sur I'intervalle I si ¢ est dérivable sur I et si
Vel ¢'(t)+a(t)p(t) = b(t).
3. On appelle équation différentielle homogene associée a (E) I’équation différentielle (Ey) p’(t)+

a(t)y(t) = 0.

\ J

Rappelons que I'on appelle solution particuliere de I'équation différentielle (E), une solution, quelle qu’elle
soit, de (E). Cette terminologie s’oppose a celle de solution générale de I’équation différentielle (E) qui désigne
l'expression «générale» que prennent toutes les solutions de (E). Le théoréme qui suit indique que la solu-
tion générale de I’équation différentielle (E) est la somme de la solution générale de I’équation différentielle
homogene (Eg) associée a (E) et d’une solution particuliere de (E).

Théoréeme 4.2

Soient ¢; une solution particuliére sur I de I’équation différentielle (E) et A une primitive de a sur L.
L'ensemble S des solutions de ’équation différentielle (E) est

S:{tEIHKe*A(tH(pl(t)IKGR}.

Preuve.

Pour x € R, notons ¢ : t € [ > xe™4(!); il s’agit de la solution générale de I’équation différentielle homo-
gene (E) associée a (E). Désignons momentanément par 7 l'ensemble {t € I — ¢ ,(t) + P1(t) | K € R}.
Démontrer le théoréme 4.2 revient a établir que I’ensemble S des solutions de I’équation différentielle (E)
estégala 7.

> Montrons que 7 C S, cest-a-dire que toute fonction appartenant a 7 est une solution de 1’équation
différentielle (E). Tout élément de 7 s’écrit sous la forme

Y=o+ P1
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ou k € R. Comme ¢ , et ¢; sont dérivables sur I, leur somme 1) est également dérivable sur I.
D’autre part, on a

' +ap = (d1+ o) +a(Pr+Poy) = (] +apy) +(dg . +adoy) =
b -0

donc ¢ est solution de (E).
> Montrons a présent que S C 7. Pour cela, considérons une solution ¢ de ’équation différentielle (E).
La fonction ¢ — ¢ est dérivable sur I (car ¢ et ¢; sont dérivables sur I) et on a

(¢=d1) +a(p—1)= (" +ap)—(P] +ap,)=0
=b =b

On en déduit que ¢ — ¢p; est solution de ’équation différentielle homogeéne (E() associée a (E). D’apres le
théoréme 4.1, il existe un réel « tel que

Viel ¢(t)—¢q(t) = e,

Toute solution ¢ de I’équation différentielle (E) est donc de la forme ¢ : t € I > ke 4! + ¢ (2).
Elle appartient par conséquent a 7 . n

4 Méthode de la variation de la constante

Considérons sur I la solution générale ¢ de ’équation différentielle homogene

(Eo) v'(t)+a(t)y(t)=0

associée a I’équation différentielle non homogene

(E) 9'(t)+a(t)y(t) =b(t).

D’aprés le théoréeme 4.1, cette solution s’écrit comme le produit d’une constante C et de la fonction gy : t €
I+ e ot A désigne une primitive de a sur I. Nous allons établir qu’il existe une solution particuliére de
I’équation différentielle (E) de la forme

¢1:telr— C(t)gol(t),
ou C désigne ici une fonction dérivable sur I.
L'intérét de la méthode de la variation de la constante, et l'origine de la terminologie employée, est que 'on
peut calculer une solution particuliére de I’équation différentielle (E) en partant de 'expression de la solution
générale de I’équation différentielle homogeéne associée a (E) et en remplagant la constante C par une fonction
inconnue C(.) de la variable ¢.
En écrivant que pour que ¢; soit solution de 1’équation différentielle (E), on doit avoir

¢1(t)+a(t)py(t) = b(t) pour tout tel.

Cette égalité impose une condition sur la dérivée C’(.) qui permet ensuite de déterminer la fonction C(.) par
un calcul de primitives.

Justifions la validité de la méthode. Si ¢p; = C(.)gy est solution de (E), on a les équivalences suivantes :
veel ¢i(t)+a(t)di(t) = b(t)
= Vtel (C( )80(1))" + a(t)C(t)go(t) = b(t)
— Vel C'(t)go(t)+ C(t)gy(t) +alt)C(t)go(t) = b(t)
= VYtel C'(t)go(t)+C(t)  golt)+a(t)go(t) = b(t)

—_——
nul car gy est solution de (Eg)

( )

car la fonction gy ne s’annule pas sur I.

— Vtel ( o(t)
= Vtel J

,\|’,'_: ||

L’équation différentielle (E) admet donc bien une solution particuliere de la forme ¢; = C(.)gp.
Remarquons que la fonction inconnue C(.) est donnée pour tout ¢ € [ par

C(t) = f %dt = fb(t)eA(t)dt = B(t).
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> Exemple 4.4.

1. Soit a résoudre I’équation différentielle suivante :
(E): ty/(t)—p(t) = %€, pour t€]0,+c0].
(a) Commencons par résoudre 1’équation homogene associée :
(Eo) ty'-y=0.
D’apres le théoreme 4.1, la solution générale de (Ej) est donnée par
yu(t) = At ou AeR.

(b) On cherche maintenant une solution particuliere y, de I’équation (E) en supposant que la constante
A dépend de ¢, c’est-a-dire :
On remplace y(t) et y’(t) dans ’équation (E), on obtient
2N (1) + tA(H) = A1)t = t2et == V() = €'
On en déduit que A(t) = e'.

D’oti la solution générale de I’équation (E) est donnée par :

Y(t) = vu(t) + yp(t)
=t +tef, LeR

2. Considérons I’équation différentielle suivante :

v'(t) - @ =13, pour t€]0,+oo|.

(a) La solution générale de I’équation homogene associée est donnée par :
yn(t) = At.

(b) Cherchons maintenant une solution particuliere y, de '’équation différentielle (E) sous la forme

Pour tout t €e R™, on a

= A(t) =t-
Doncg, il suffit de choisir A(t) = %, c’est a dire que yp(t) = %.

Par conséquent, la solution générale de 1’équation (E) est donnée par :

V() = yu(t) + yp(2)
t4
:At'i'?, AelR

IIT Quelques classes d’equations différentielles

1 Equations différentielles a variables séparées
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Définition 4.4

Soient I et | deux intervalles de R. Une équation différentielle de premier ordre est dite a variables
séparées, si elle peut s’écrire sous la forme :

(Eys) 'b(y)=a(x), pourtout xel,

ou a(.) et b(.) sont deux fonctions définies respectivement sur I et J.

\ J

<Remarque 4.2.
Une fonction y est une solution de I’équation (Ey ) si elle est dérivable sur I et vérifie, pour tout x € I :

y(x) €],
y'(x) x b(y(x)) = a(x).

Méthode de résolution :

Soient x — A(x) et x — B(x) des primitives des fonctions x > a(x) et x — b(x) sur I et ], respectivement.
Pour tout x€I,on a

Y (x)b(y(x)) =a(x) donc (B(y(x))) =A’(x),
d’ou
By(x))=A(x)+1A, AeR

Si B est inversible, alors
p(x) =B (A(x)+ 1), AeR.

> Exemple 4.5.
Considérons I’équation différentielle

(E): (1+x%)% =-2x(1+v?), pourxeR

Pour tout x e R, on a

yix)  —2x Y(x) f ~2x
= <L _dx=| ———dx,
1+02(x)  (L+x2) L9207~ ) 1ra22™
donc |
arctan(y(x)):m+/\, AeR.
Par suite
3.)(x):tan(1+ 2+/\), AeR.
x

2 Equations différentielles de Bernoulli

Définition 4.5

On appelle équation de Bernoulli une équation différentielle du premier ordre de la forme :

(Egr) ' =a(t)y +b(t)y",

ouneNetta(t), t— b(t) sont deux fonctions définies sur un intervalle I de R.

<Remarque 4.3.
1. Sin=1, alors ’équation (Egg) est une équation différentielle linéaire de premier ordre.

2. Sin=#1,alors I'’équation de Bernoulli (Egg) se rameéne a une équation différentielle linéaire en introdui-
sant le changement de variable z = y!~". En effet
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et ’équation (Egg) devient :

> Exemple 4.6.
Considérons ’équation différentielle

(Egr) v =y +t7y%
1_1

Posons z=y~" = 3o on trouve alors 1’équation suivante :

-7 —z=12

qui est une équation différentielle linéaire du premier ordre non homogene.
1. La solution de ’équation homogeéne —z’' —z = 0 est z;,(t) = Ae™’, L € R.
2. Une solution particuliére de I’équation non homogeéne —u’ — u = t? est de la forme up(t) = A(t)e
Ona

—t

up(t) une solution de —z' -z = 2 = —t(t) —up(t) = t2
e N(He = A(t)e ™ + A(t)e = —t?
= N(t)=-t%e".
En utilisant une intégration par partie deux fois, on trouve A(t) = (—t + 2t — 2)e’, c’est a dire que
up(t) = —t>+2t 2.

Enfin, u(t) = up(t) + u,(t) = Ae™" — 12 + 2t - 2, et par conséquent,

1
)z ——————, el
y(t) Ae~t —t2 42t -2

3 Equations différentielles de Riccati

Définition 4.6

Une équation de Riccati est une équation différentielle de la forme :
(Err) 3" = a(t)y” +b(t)y +c(t), (4.1)

ou t > a(t), t > b(t) et t — c(t) sont des fonctions définies sur un intervalle I de R.

<Remarque 4.4.
1. S a =0, ’équation différentielle (Eg;) devient une équation différentielle linéaire du premier ordre

Y =b(t)y +c(t).
2. Si ¢ =0, ’équation différentielle (Eg;) devient une équation différentielle de Bernoulli
y' =a(t)y’ +b(t)y (n=2).

I1 est simple de voir que l'on peut ramener I’équation différentielle de Riccati (Eg;) en une équation diffé-
rentielle de Bernoulli par les transformations suivantes :

1. Connaissons une solution particuliere y, de I’équation différentielle de Riccati (Egy).
2. Substituons le changement de variable
Z2=9-Yp (4.2)

Portons 'expression (4.2) dans I’équation différentielle de Riccati (Eg;), on obtient une équation différentielle
de Bernoulli. En effet

' = a(t)y” + b(t)y +c(t) = 2’ +y, = a(t)(z* + 22y, + pp) + b(t)(z +,) + c(t)
=2/ =(2a(t)y, + b(t))z+a(t)z” + a(t)y, + b(t)y, +c(t) - v,

=7 = (2a(t)yp + b(t))z +a(t)z%

Prof.: Mahmoud El Ahmadi 60 Année universitaire 2025-2026



> Exemple 4.7.
Soit a résoudre I’équation de Riccati suivante :

(E) 9/ =-p>+y+42+2t+2,

sachant que y, = 2f + 1 est une solution particuliere.
Soit le changement de variable suivant :

Z2=Y~Yp-

Substituons cette expression dans I’équation (E), afin d’obtenir une équation de Bernoulli de la forme :

Z = —(1+4t)z-2°
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